
代数拓扑讨论班——关于 MV 列的讨论
刘晓龙

摘要

事实上根据 MV 序列我们知道这个正合列和 U ∩ V,U, V, U ∪ V 的上同调群相关, 这就给了我们天然的归纳属
性. 我们要得到一个同构, 如果这个同构对 U ∩ V,U, V 都对, 根据 MV 序列和 5 引理, 这个同构对 U ∪ V 也对, 于
是就可以归纳.这就是典型的 MV Argument.通过这个方法,本笔记将证明在一定条件下我们可以得到 de Rham上
同调有限维性, Poincaré 对偶, Künneth 定理和 Leray-Hirsch 定理.

1 Good Cover 的存在性及 de Rham 上同调的维数
定义 1.1. 对 n 维流形 M , 一个开覆盖 U = {Uα} 称为 good cover, 如果对任意的有限非空交

∩p
i=0 Uαi

都和

Rn 微分同胚.

定理 1.2. 任何流形都有一个 good cover. 如果流形是紧的, 那么还有 finite good cover.

证明. 给 M 赋予 Riemann 度量 g, 考虑上面的测地凸邻域 (测地凸邻域的存在性参考 do Carmo[2] 第三章命
题 4.2), 也就是说对任意 p ∈ M , 存在 β > 0 使得测地球 Bβ(p) 是强凸的因为所有的强凸集都是完全法邻域,
那么存在 δ > 0 使得 p ∈ U 有 expp(Bδ(0)) ⊃ U 且是微分同胚 (do Carmo[2] 的第三章定理 3.7) 于是都是星
形集, 可以证明星形集都微分同胚于 Rn(略, 根据 [3]), 而根据定义就知道强凸集的交还是强凸的, 于是得到结
论, 微分流形都有一个 good cover. 如果流形是紧的, 那么还有 finite good cover 是显然的.

注 1.3. 事实上我们可以看到, 对于任何一个 good cover U , 都存在加细 V 也是 good cover, 这事实上和上面
的证明类似, 只需要在每个测地凸邻域内部取就行.

定理 1.4. 如果流形 M 有一个 finite good cover, 那么其上同调群只有有限维.

证明. 考虑 MV 序列

· · · Hq−1(U ∩ V ) Hq(U ∪ V ) Hq(U)⊕Hq(V ) · · ·d∗ r

得到

Hq(U ∪ V ) ∼= ker r ⊕ Imr = Imd∗ ⊕ Imr,

因此如果 Hq(U),Hq(V ),Hq−1(U ∩ V ) 有限维, 那么对于 Hq(U ∪ V ) 也是如此.
根据 Poincaré 引理对 M 上 good cover 的基数做归纳. 假设 good cover 为 {U1, ..., Up}, 对于一个显然成

立, 然后考虑
∪p−1
j=0 Ui, Up, 因为

∪p−1
j=0 Ui ∩ Up 有 good cover {Ui ∩ Up : 0 ≤ i ≤ p− 1}, 那么根据归纳假设, 有

限维对
∪p
j=0 Ui =M 成立, 于是得到结论.

注 1.5. (i) 类似的结论对紧支上同调也对, 证明类似;
(ii) 无穷维上同调群的例子也很好找, 例如 int(I) × R>0 去掉圆心在 (2k, 1

2
) 半径为 1

4
的闭圆盘, 考

虑 Hatcher 的命题 3.33: 设 X 是可定向集的 Xα 的并, 而且 X 内的紧集在某一 Xα 内, 那么自然映射
lim−→α

Hi(Xα;G) ∼= Hi(X;G) 是同构. 现在假设 Xk 为 X 在第 k 个空心截断, 那么显然满足条件, 于是
lim−→k

Hi(Xk;G) ∼= Hi(X;G). 首先注意到 Xk '
∨k
j=1 S

1, 那么得到 H1(X;R) =
⊕∞

j=1 R, 根据万有系数我
们知道 H1(X;R) ∼=

∏∞
j=1HomZ(R,R).
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2 可定向流形的 Poincaré 对偶
首先我们知道在线性代数里面, 对于一个双线性型 〈·, ·〉 : V ×W → R 称为非退化的, 如果有 〈v,W 〉 =

0⇒ v = 0 且 〈V,w〉 = 0⇒ w = 0. 这个显然就是说 v 7→ 〈v, ·〉 使得 V ↪→W ∗ 单, 且 w 7→ 〈·, w〉 使得 W ↪→ V ∗

单. 如果线性空间都是有限维, 那么

引理 2.1. 如果 V,W 是有限维线性空间, 那么双线性型 〈·, ·〉 : V ×W → R 非退化当且仅当 v 7→ 〈v, ·〉 使得
V ∼=W ∗.

证明. 一方面, 如果 〈·, ·〉 : V ×W → R 非退化, 那么 V ↪→W ∗ 和 W ↪→ V ∗ 单, 于是

dimV ≤ dimW ∗ = dimW ≤ dimV ∗ = dimV,

于是 V ∼=W ∗.
另一方面如果 v 7→ 〈v, ·〉 使得 V ∼=W ∗ 同构, 那么如果 〈v,W 〉 = 0, 由于单射得到 v = 0; 如果 〈V,w〉 = 0,

那么由于满射, 那么对任意的 f ∈ W ∗ 都有 f(w) = 0, 取一组基出来即可得到 w = 0, 所以 〈·, ·〉 : V ×W → R
非退化.

这个引理就是我们来引入 Poincaré 对偶的工具. 事实上我们对 n 维可定向流形 M , 考虑双线性型∫
: Hq(M)×Hn−q

c (M)→ R, (α, β) 7→
∫
M

α ∧ β,

如果这个双线性型是非退化的, 且上同调群都是维数有限, 那么由引理就可以得到

Hq(M) ∼= (Hn−q
c (M))∗.

于是根据一开始的内容, 我们只需要假设 M 上有有限的 Good Cover, 那么上同调群的维数有限就有保证, 我
们只需要考虑非退化性.

定理 2.2 (可定向流形的 Poincaré 对偶). 设 n 维可定向流形 M 上有有限的 Good Cover, 则上述双线性型非
退化, 也就是说 Hq(M) ∼= (Hn−q

c (M))∗.

引理 2.3. 考虑两个 Mayer-Vietoris 序列并且如图排列, 那么得到一个在差符号意义下的交换图:

· · · Hq(U ∪ V ) Hq(U)⊕Hq(V ) Hq(U ∩ V ) Hq+1(U ∪ V ) · · ·

· · · Hn−q
c (U ∪ V ) Hn−q

c (U)⊕Hn−q
c (V ) Hn−q

c (U ∩ V ) Hn−q−1
c (U ∪ V ) · · ·

R R R R

res

×

−

×

d∗

× ×

∫
U∪V

∫
U

+
∫
V

+ ∫
U∩V

∫
U∪V

d∗

等价的, 我们就是有差符号意义下的交换图：

· · · Hq(U ∪ V ) Hq(U)⊕Hq(V ) Hq(U ∩ V ) Hq+1(U ∪ V ) · · ·

· · · Hn−q
c (U ∪ V )∗ Hn−q

c (U)∗ ⊕Hn−q
c (V )∗ Hn−q

c (U ∩ V )∗ Hn−q−1
c (U ∪ V )∗ · · ·

注 2.4. 事实上看到这个定理, 我们证明基本思路已经有了. 对这个引理用 5 引理, 那么我们就知道命题如果
对 U, V, U ∩ V , 那么也对 U ∪ V 成立. 事实上对一般的 R 系数的奇异上同调对 R-可定向流形的 Poincaré 对
偶, 思路是一样的, 具体可以参考 Hatcher.
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证明. 前两个方块是显然的,只需考虑第三个方块.取 ω ∈ Hq(U∩V ),熟知 d∗的作用为 d∗ω|U = −d(ρV ω), d∗ω|V =

d(ρUω), 其中 ρ 为 U, V 单位分解的函数. 取 τ ∈ Hn−q−1
c (U ∪ V ), 熟知 d∗ 作用为 d∗τ 满足 d∗τ 在 U 内用 0

扩张定义为 −d(ρUτ); 且 d∗τ 在 V 内用 0 扩张定义为 d(ρV τ).
下面开始验证. 首先由于 τ, ω 是闭形式, 那么 d(ρV τ) = (dρV )τ, d(ρV ω) = (dρV )ω, 那么∫

U∩V
ω ∧ d∗τ =

∫
U∩V

ω ∧ (dρV )τ = (−1)degω
∫
U∩V

(dρV )ω ∧ τ,

另一个方向, 由于 d∗ω 在 U ∩ V 上紧支, 我们有
∫
U∪V d

∗ω ∧ τ = −
∫
U∩V (dρV )ω ∧ τ , 因此∫

U∪V
d∗ω ∧ τ = (−1)degω−1

∫
U∩V

ω ∧ d∗τ,

引理成立.

定理的证明. 对引理用 5 引理, 那么我们就知道命题如果对 U, V, U ∩ V , 那么也对 U ∪ V 成立. 接下来只需
对 good cover 的基数用归纳法. 首先由 Poincaré 引理我们知道定理对 Rn 成立, 接下来假设每个 good cover
有 p 个开集的流形成立, 那我们考虑 good cover 有 p + 1 个开集的流形. 假设这些开集为 {U0, · · · , Up}, 那
么 Up ∩

∪p−1
i=0 Ui 有由 p 个开集组成的 good cover, 那么定理对 Up,

∪p−1
i=0 Ui 和 Up ∩

∪p−1
i=0 Ui 成立, 那么也对∪p

i=0 Ui =M 成立. 这样就证明了定理.

注 2.5. 事实上经过对流形的拓扑更精细的研究, 对于任何 n 维可定向流形, 都有 Hq(M) ∼= (Hn−q
c (M))∗, 但

注意到这样的话上同调群维数不一定有限, 那么也就 Hq
c (M) ≇ (Hn−q(M))∗. 这样的例子事实上很好举, 假

设 M =
⨿∞
i=1Mi, 其中 Mi 均为 good cover 的 n 维可定向流形. 那么 Hq(M) =

∏
iH

q(Mi) 且 Hq
c (M) =⊕

iH
q
c (Mi), 那么确实就有

(Hn−q
c (M))∗ = HomR

(⊕
i

Hn−q
c (Mi),R

)
=
∏
i

HomR(H
n−q
c (Mi),R) = Hq(M),

但反过来自然不一定行.
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3 闭可定向子流形的 Poincaré 对偶
设 M 为 n 维可定向流形, 考虑 S 为其 k 维闭子流形. 那么有自然的包含映射 i : S ↪→M . 我们断言存在

唯一的上同调类 [ηS ] ∈ Hn−k(M) 使得对任意的 ω ∈ Hk
c (M) 有∫

S

i∗ω =

∫
M

ω ∧ ηS ,

这样的子流形 S 的 Poincaré 对偶或者子流形的基本类 (Fundamental class). 现在我们来讨论一下它. 考虑
ϕ ∈ (Hk

c (M))∗, ϕ : [ω] 7→
∫
S
i∗ω, 根据 Poincaré 对偶, 我们有同构

D : Hn−k(M) −→ (Hk
c (M))∗

[τ ] 7−→
(
D[τ ] : [ω] 7→

∫
M

τ ∧ ω
)

设 [γS ] = D−1(ϕ), 那么取 ηS = (−1)k(n−k)γS , 那么有
∫
S
i∗ω =

∫
M
ω ∧ ηS , 这就是我们要的东西.

反过来, 我们考虑 M 的紧 k 维子流形 S, 显然 Hausdorff 空间的紧子集是闭的, 那么它也有刚刚的结论,
我们这里假设刚刚的 [ηS ] 为其闭 Poincaré 对偶, 接下来我们考虑其紧 Poincaré 对偶. 这里假设 M 有 finite
good cover, 以保证 (Hk(M))∗ ∼= Hn−k

c (M) 的成立. 和刚刚类似, 我们存在唯一的 [η′S ] ∈ Hn−k
c (M) 使得对任

意的 ω ∈ Hk(M) 有
∫
S
i∗ω =

∫
M
ω ∧ η′S .

事实上,我们发现在第二种情况下,η′S 作为一个微分形式 (而非其代表的上同调类),它也是 S的闭 Poincaré
对偶, 也就是说有自然映射 Hn−k

c (M)→ Hn−k(M)(所以在这种情况下我们可以取闭 Poincaré 对偶为紧支的).
但是二者所代表的上同调类可以截然不同. 这个很显然, 比如说考虑 Rn 内某点 p, 由于 Hn(Rn) = 0, 那么其
闭 Poincaré 对偶 [ηp] 是任取的 n-形式, 但由于 Hn

c (Rn) = R, 那么可以知道其紧 Poincaré 对偶是 η′S = fdVol
的形式, 其中 f 为 Bump 函数, 且

∫
M
η′S = 1.

例 3.1. 我们考虑 M = R2\{0}, 假设 x, y 为其标准坐标, 而 r, θ 为其极坐标.
(i) 假设 S = {(x, 0) : x > 0}, 我们断言 dθ

2π
为其 Poincaré 对偶, 那么只需要证明对所有的 ω ∈ H1

c (M)

都有
∫
S
i∗ω =

∫
M
ω ∧ dθ

2π
. 不妨设 ω = fdr+ gdθ, 我们有 dω = ∂f

∂θ
dθ ∧ dr+ ∂g

∂r
dr ∧ dθ, 由于 ω 是闭形式, 那么

有 ∂f
∂θ

= ∂g
∂r
. 事实上我们发现 d

dθ

∫∞
0
f(r, θ)dr =

∫∞
0

∂f
∂θ
dr =

∫∞
0

∂g
∂r
dr = g(r, 0)|∞0 = 0, 那么∫

S

i∗ω =

∫ ∞

0

f(r, 0)dr =
1

2π

∫ 2π

0

dθ

∫ ∞

0

fdr =

∫
M

ω ∧ dθ
2π
,

得到结论.
(ii) 接下来考虑 M 内的单位圆 S1. 这是紧子流形, 我们分别断言其闭 Poincaré 对偶和紧 Poincaré 对偶

为 0和 ρ(r)dr,其中 ρ为积分为 1的 Bump函数.首先,任取紧支闭形式 ω,根据 Stokes定理得到
∫
S1 i

∗ω = 0,
于是断言成立. 下面考虑紧 Poincaré 对偶. 任取闭形式 ω = fdr + gdθ, 那么

∫
S1 i

∗ω =
∫ 2π

0
g(1, θ)dθ, 另一方

面, 注意到 d
dr

∫ 2π

0
g(r, θ)dθ =

∫ 2π

0
∂g
∂r
dθ =

∫ 2π

0
∂f
∂θ
dθ = f(1, θ)|2π0 = 0, 于是∫

M

ω ∧ ρ(r)dr =
∫ b

a

ρ(r)

(∫ 2π

0

g(r, θ)dθ

)
dr =

∫ 2π

0

g(1, θ)dθ =

∫
S1

i∗ω,

于是得到结论.

注 3.2. 事实上不难得到: 假设 S 为 M 的紧子流形, 那么 S 的紧 Poincaré 对偶的支撑集可以收缩到 S 的

任意开邻域内. 这被我们称为局部原理. 这个很平凡, 因为对 S 在其开邻域 W 上的紧 Poincaré 对偶 η′S,W ∈
Hn−k
c (W ), 将其 0 扩张为 η′S ∈ Hn−k

c (M), 那么
∫
S
i∗ω =

∫
W
ω ∧ η′S,W =

∫
M
ω ∧ η′S, 这样 η′S 就是 S 在 M 内

的紧 Poincaré 对偶.
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4 Künneth 定理和 Leray-Hirsch 定理
定理 4.1 (上同调的 Künneth 定理). 对流形 M 有 finite good cover, 而 F 是另一个流形, 那么

H∗(M × F ) = H∗(M)⊗H∗(F ) 即Hn(M × F ) =
⊕
p+q=n

Hp(M)⊗Hq(F ).

证明. 对于自然投影 M
π←−M ×F ρ−→ F , 有诱导 ω⊗ φ 7→ π∗ω ∧ ρ∗φ, 则诱导出映射 ψ : H∗(M)⊗H∗(F )→

H∗(M × F ), 那我们断言 ψ 是同构.
当 M = Rm 时, 这就是 Poincaré 引理, 所以得证.
对于一般的 M , 考虑 U, V 为 M 的两个开集, 固定 n, 那么有 MV 序列

· · · → Hp(U ∪ V )→ Hp(U)⊕Hp(V )→ Hp(U ∩ V )→ · · · ,

因为线性空间是自由 R-模, 那自然是平坦的, 于是函子 (−)⊗ V 正合, 那么有正合列

· · · Hp(U ∪ V )⊗Hn−p(F ) (Hp(U)⊗Hn−p(F ))⊕ (Hp(V )⊗Hn−p(F ))

Hp(U ∩ V )⊗Hn−p(F ) · · ·

对 p 做直和会得到正合列

· · ·
⊕n

p=0H
p(U ∪ V )⊗Hn−p(F )

⊕n
p=0(H

p(U)⊗Hn−p(F ))⊕ (Hp(V )⊗Hn−p(F ))

⊕n
p=0H

p(U ∩ V )⊗Hn−p(F ) · · ·

考虑下面的图表, 上下均是 MV 序列:⊕n
p=0H

p(U ∪ V )⊗Hn−p(F )
⊕n

p=0(H
p(U)⊗Hn−p(F ))⊕ (Hp(V )⊗Hn−p(F ))

Hn((U ∪ V )× F ) Hn(U × F )⊕Hn(V × F )

⊕n
p=0H

p(U ∩ V )⊗Hn−p(F )
⊕n

p=0H
p+1(U ∪ V )⊗Hn−p(F )

Hn((U ∩ V )× F ) Hn+1((U ∪ V )× F )

ψ ψ

d∗

ψ ψ

d∗

那么除了最后一块之外都交换. 只需考虑最后一块, 任取 ω ⊗ φ ∈ Hp(U ∩ V ) ⊗ Hn−p(F ), 那么只需证明
π∗(d∗ω) ∧ ρ∗φ = d∗(π∗ω ∧ ρ∗φ). 考虑 U, V 的单位分解 {ρU , ρV }, 于是 {π∗ρU , π

∗ρV } 也是 (U ∪ V ) × F 关于
{U × F, V × F} 的单位分解, 于是

d∗(π∗ω ∧ ρ∗φ) = d((π∗ρU )π
∗ω ∧ ρ∗φ) = (dπ∗(ρUω)) ∧ ρ∗φ = π∗(d∗ω) ∧ ρ∗φ,

于是图表交换.
根据 5 引理知道如果定理对 U, V, U ∩ V 成立, 那么也对 U ∪ V 成立, 这是标准的 MV-Argument. 于是对

M 的 good cover 归纳即可得到结论.

定理 4.2 (紧支上同调的 Künneth 定理). 对流形 M,N 有 finite good cover, 那么

H∗
c (M × F ) = H∗

c (M)⊗H∗
c (F ) 即H

n
c (M × F ) =

⊕
p+q=n

Hp
c (M)⊗Hq

c (F ).
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证明. 证明也是标准的 MV-Argument, 略. 如果流形均可定向, 那么还可以用 Poincaré 对偶.

定义 4.3. 设 G 是拓扑群有效左作用在空间 F 上. 满射 π : E → B 称为纤维是 F 且结构群是 G 的纤维丛,
如果存在 B 的开覆盖 {Uα} 和保持纤维的同胚 φα : E|Uα

∼= Uα × F , 且转化函数 gαβ(x) = φαφ
−1
β |{x}×F ∈ G.

一般也成为 G-丛.

因为我们考虑的 de Rham 理论, 那么目前只考虑这些空间都是光滑流形且映射都是光滑映射的情况. 一
般结构群也是 F 的自微分同胚群.

注 4.4. 事实上转化函数 gαβ : Uαβ → G 满足 cocycle 条件, 也就是 gαβgβγ = gαγ. 反过来, 给定值在 G 内的

cocycle {gαβ}, 考虑 E = (
⨿
α Uα × F ) /((x, y) ∼ (x, gαβ(x)y)), 这很明显就是我们想要的纤维丛.

假设 π : E → M 为纤维是 F 的纤维丛, 设 {e1, ..., er} 是 E 内的上同调类使得其限制在纤维上构成纤维

上同调的一组基 (那自然是齐次的). 于是有映射 ψ : H∗(M)⊗ R{e1, ..., er} → H∗(E).

定理 4.5 (Leray-Hirsch 定理). 假设 π : E → M 为纤维是 F 的纤维丛, 设 M 有 finite good cover, 设
{e1, ..., er} 是 E 内的上同调类使得其限制在纤维能自由生成纤维的上同调, 那么

H∗(E) ∼= H∗(M)⊗ R{e1, ..., er} ∼= H∗(M)⊗H∗(F ).

证明. 根据上面的 Künneth定理,我们知道这个定理关于平凡丛成立,也就是说对M 的 good cover里的元素,
定理成立, 下面进行 MV-Argument.
设 di = deg(ei), 设 xi 为次数为 di 的变量. 我们定义 M 上开集的函子如下

Km(U) =
r∑
i=1

Hm−di(U,R)xi, Lm(U) = Hm(E|U ,R),

定义映射 αU : Km(U)→ Lm(U) 为

αU

(∑
sixi

)
=
∑

π∗(si)ei, si ∈ Hm−di(U,R).

于是得到交换图如下, 其中上下行都是 MV 序列:

· · · Km(U ∪ V ) Km(U)⊕Km(V ) Km(U ∩ V ) Km+1(U ∪ V ) · · ·

· · · Lm(U ∪ V ) Lm(U)⊕ Lm(V ) Lm(U ∩ V ) Lm+1(U ∪ V ) · · ·

αU∪V αU⊕αV αU∩V αU∪V

根据 5 引理和对 finite good cover 做归纳即可得到

H∗(E,R) ∼=
r⊕
i=1

π∗(H∗(M,R))ei ∼= H∗(M)⊗ R{e1, ..., er} ∼= H∗(M)⊗H∗(F ),

得到结论.
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