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摘要

本文主要简述了导出范畴在代数几何中的比较浅显的应用,这也体现了从概形的
导出范畴内挖掘几何性质的可行之处. 这个方向也是代数几何里比较活跃的方向之
一.
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1 简介

我们主要聚焦的范畴是一个概形的凝聚层范畴的导出范畴, 以此发展各种工具来研
究上面的几何性质, 本文主要的工具是 Serre 函子, Fourier-Mukai 变换等等.

我们首先阐述了三角范畴和导出范畴的基本内容, 这作为我们的基本语言和时间
场所. 然后探究了代数几何对象的导出范畴, 并发掘出来各种很好的性质, 最后引出了
Fourier-Mukai 变换, 并给出了几个有意思的小应用.
为了节约篇幅, 我们证明只说基本思路, 隐藏的技术细节会略讲一下. 更多的细节请

参见如 [3, Bl2002],[8, Huy2006],[17, St].

2 三角范畴和导出范畴基础

为了方便, 我们这里只罗列基本的定义和性质. 关于导出范畴的详细讨论可以参见
[9, Illusie] 的第一章, 另外关于这个笔记我写了比较详细的勘误和注记 [13, Lxl2022].

2.1 三角范畴

首先考虑加性范畴 D, 定义平移函子 T : D → D 是加性的自同构, 一般对 L ∈ D,
我们记 TL = L[1]. 我们称 D 内的的一个三角为如下图像

N

L Mu

v
+1

简记为 L
u−→M

v−→ N
+1−→ L[1] 或者 L

u−→M
v−→ N →.
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对于两个三角 L
u−→ M

v−→ N
+1−→ L[1] 和 L′ u′−→ M ′ v′−→ N ′ +1−→ L′[1], 二者之间

的映射为 (f, g, h) 满足:

L M N L[1]

L′ M ′ N ′ L′[1]

f g h f [1]

交换.

定义 2.1. 一个三角范畴是一个加性范畴 D 和一个平移函子 T : D → D, 以及一个三角
构成的集合 T (称为好三角), 满足如下公理:

• (TR1) 如果 ∆ ∈ T 且 ∆ ∼= ∆′, 则 ∆′ ∈ T ; 且任何形如 (A
1A−→ A → 0 → A[1]) ∈

T ;

• (TR2) 任给 X
f−→ Y 均可补全为好三角

X
f−→ Y → Z → X[1];

• (TR3)(旋转) 三角 (X
u−→ Y

v−→ Z
w−→ X[1]) ∈ T 当且仅当 (Y

v−→ Z
w−→

X[1]
−u[1]−→ Y [1]) ∈ T ;

• (TR4) 给定如下好三角的映射 f, g,

X Y Z X[1]

X ′ Y ′ Z ′ X ′[1]

f g f [1]h

存在 h 使得图交换;

• (TR5)(八面体公理) 给定好三角

X
u−→ Y → Z ′ →, Y

v−→ Z → X ′ →, X
vu−→ Z → Y ′ →,

存在态射 Z ′ f−→ Y ′ 和 Y ′ g−→ X ′ 使得

(Z ′ f−→ Y ′ g−→ X ′ j[1]i−→ Z ′[1]) ∈ T
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且在下图

Y ′

Z ′ X ′

X Z

Y

+1

j[1]i

vu

u v

j i

f g

使得 (idX , v, f) 是态射 XY Z ′ → XZY ′ 且 (u, idZ , g) 是态射 XZY ′ → Y ZX ′.

命题 2.2. 考虑三角范畴 D, 和其中的好三角 X → Y → Z →, 对于任意 L ∈ D, 有正
合列

Hom(L,X) → Hom(L, Y ) → Hom(L,Z),

另一个类似.

定义 2.3. 对于加性函子 F : D → D′, 其中 D,D′ 都为三角范畴, 如果 F 满足

(i) 和转移函子交换;(ii) 将好三角映到好三角.

命题 2.4. 设 u : L→M 是态射,则 u是同构当且仅当其补全的好三角 L→M → N →
满足 N ' 0.

2.2 复形范畴和同伦范畴

对于 Abel 范畴 A, 考虑其复形范畴 C(A).

定义 2.5. 定义同伦范畴 K(A) 为: 对象与 C(A) 一样, 态射满足

HomK(A)(L,M) = HomC(A)(L,M)/(Homotopy equivalence).

命题 2.6. 考虑复形交换图

0 L M N 0

cone(u)

u

i
ϕ
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其中第一行是正合列, 且 i 是自然嵌入, cone(u) 是 u 的映射锥, φ = (0, u). 则有交换图

H i(cone(u)) H i+1(L)

H i(N) H i+1(L)

=Hi(ϕ)

Hi(−pr)

δ

其中 pr : cone(u) → L[1] 是自然投影. 其中 φ 是拟同构.

定理 2.7. 对于 Abel 范畴 A, 考虑其同伦范畴 K(A). 考虑平移函子为自然的平移函子,
考虑三角 ∆ 是好三角当且仅当 ∆ 同构于

L
u−→M

i−→ cone(u) −pr−→ L[1],

故使得 K(A) 成为三角范畴.

命题 2.8. 对于 K(A) 内的好三角 L
u−→M

v−→ N
w−→ L[1], 我们有长正合列

· · · H i(L) H i(M) H i(N) H i+1(L) · · ·Hi(u) Hi(v) Hi(w)

2.3 导出范畴

有关范畴局部化的内容我不再赘述, 有关内容可以看 [9, Illusie].

定义 2.9. 对于 Abel 范畴 A, 定义其导出范畴为 D(A) := K(A)(QIS−1), 其中 QIS 是

指拟同构.

注 2.10. (i) 事实上

HomD(A)(X,Y ) = lim−→
(t:Y→Y ′)∈QIS

HomK(A)(X,Y
′)

= lim−→
(s:X′→X)∈QIS

HomK(A)(X
′, Y )

= lim−→
(s:X′→X),(t:Y→Y ′)∈QIS

HomK(A)(X
′, Y ′),

这使得 D(A) 是加性函子, 考虑自然映射 q : K(A) → D(A), 则我们考虑 D(A) 内的好

三角是 K(A) 内的好三角在 q 下的像, 这使得 D(A) 为三角范畴;
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(ii) 考虑

D+(A) = {L ∈ D(A) : H iL = 0, i� 0};

D−(A) = {L ∈ D(A) : H iL = 0, i� 0};

Db(A) = {L ∈ D(A) : H iL = 0, |i| � 0},

事实上我们可以证明, 对 ∗ = +,−, b, 有 K∗(A)(QIS) ∼= D∗(A).

2.4 导出函子

我们这里只讨论右导出函子, 而左导出函子是类似的. 我们考虑的都是 Abel 范畴.

定义 2.11. 考虑加性函子 F : A → B, 其右导出函子是三角函子 RF : D+(A) → D+(B)
和自然变换 ε : q ◦ F → RF ◦ q 满足以下泛性质: 任给三角函子 G : D+(A) → D+(B)
和自然变换 η : q ◦ F → G ◦ q, 存在唯一的 α : RF → G 使得 η = α ◦ ε, 如图:

K+(A) D+(A)

K+(B) D+(B)

F G RF

q

q

注 2.12. 事实上左导出函子 LF : D−(A) → D−(B) 定义就是把泛性质图像反过来.

定理 2.13. 对于加性函子 F : A → B, 考虑满子范畴 A′ ⊂ A 满足
(i) 对任何 E ∈ A, 存在 E′ ∈ A′ 和单态射 E ↪→ E′;
(ii) 对正合列 0 → E′ → E → E′′ → 0, 如果 E′, E ∈ A, 则 E′′ ∈ A 且 0 → FE′ →

FE → FE′′ → 0 也正合.
则

(A) 对任意 L ∈ D+(A) 都有拟同构 L → L′, 其中 L′ ∈ K+(A′); 且有三角范畴的
等价

ψ : K+(A′)(QIS−1) → D+(A);

(B) 存在右导出范畴 RF : D+(A) → D+(B), 且对任意的 L ∈ D+(A), 如果 L′ ∈
K+(A) 使得 L→ L′ 是拟同构, 则

F (L′) ∼= RF (L).
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注 2.14. (i) 事实上此处 RF 的构造主要考虑下图:

K+(A′) K+(A′)(QIS−1) D+(A)

K+(B) D+(B)

F

q

F ′
ψ

ϕ

RF

然后假设 RF = F ◦ φ;
(ii) 事实上满子范畴可这样构造: 考虑全是 F -acyclic 的元素, 可证明它满足条件;
(iii) 左导出函子 LF : D−(A) → D−(B) 也有反过来的此定理;
(iv) 一般记 RiF = H i ◦RF , 这就是经典导出函子理论的记号;
(v) 我们没有假设 F 有什么正合性!

我们还有如下重要的结论:

命题 2.15. 条件同定理, 则
(a) 对于 D+(A) 内的好三角 L′ → L→ L′′ →, 我们有长正合列:

· · · → RiFL′ → RiFL→ RiFL′′ → Ri+1FL′ → · · · ;

(b) 映射 FL→ R0FL 是同构当且仅当 F 左正合.

3 概形的导出范畴

3.1 概形的导出范畴

关于一系列典范函子 (Γ, f∗, f∗,Hom,H om,⊗) 及其导出 (RΓ, Lf∗, Rf∗, RHom 和
RH om,⊗L,Ext,E xt,Tor,T or) 我们就不再赘述, 我们推荐 [9, Illusie] 和 [8, Huy2006]
的相关介绍. 对于一个概形 X, 我们简写为 Db(X) := Db(Coh(X)) 为凝聚层的有界导

出范畴.
事实上根据 [7, Har1977] 的习题 III.3.6(a) 我们知道对诺特概形, 范畴 Qcoh(X) 是

足够内射的 (这样的内射对象根据 (b), 是松弛的, 所以我们可以做层上同调), 更进一步,
根据 [6, Har1966] 的 II.7.18, 此时 Qcoh(X) 里的内射对象作为 OX -模也是内射的! 这
样应用范畴论的一些知识, 我们可以得到

命题 3.1. 对任意诺特概形 X 和 ∗ = b,+, 我们有

D∗(Qcoh(X)) ∼= D∗
qcoh(Mod(X)),

其中后者为上同调群为拟凝聚的范畴.
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但是对于 Coh(X) 在里面取内射消解就几乎不可能, 所以也没有上述结论, 但有

命题 3.2. 对任意诺特概形 X, 我们有

Db(X) → Db(Qcoh(X))

给出从 Db(X) 到 Dbcoh(Qcoh(X)) 的等价, 其中后者为上同调群为凝聚的范畴.

3.2 Grothendieck 对偶

接下来介绍著名的 Grothendieck 对偶, 这个定理我们比较特殊的情况, 并且不给
出证明. 对于这一定理的外蕴证明, 我们推荐 [9, Illusie] 的小节 III.5. 关于内蕴且紧
合 (Proper) 的情况, 根据 [16, Nee2018] 得知, 关于这个定理有两种经典的方法, 一种
是 Robin Hartshorne 和 A. Grothendieck 通讯成书 [6, Har1966] 中的证明, 此书笔误
和未验证的东西很多, 有 Brian Conrad 重新的补充 [4, Conrad2000]; 另一个是书 [6,
Har1966]中 Pierre Deligne写的附录和 Jean-Louis Verdier的 [18, Verdier69],这些也有
Lipman 的现代总结 [12, Lipman09]. 按照 Neeman 所说, 这两种方法都不令人满意, 第
一种方法是一个噩梦, 第二个方法无法计算. 当然关于这一方面更进一步的就是 Amnon
Neeman 的著名工作 [15, Nee1996]. 接下来考虑所有概形都是局部诺特概形.

定义 3.3. (a) 考虑闭浸入 i : X → Y , 定义

i! : D+(Y ) D+(X)

F RHomOY
(OX ,F)|X

(b) 对于相对维数是 d 的光滑态射 f : X → Y , 定义

f ! : D+(Y ) D+(X)

F f∗F ⊗L ωX/Y [d]

(c) 对于交换图
X Z

Y

i

g
f

其中 g 是光滑态射且 i 是闭浸入, 则 f ! := i!g! 和概形 Z 选取无关 (见 [9]).
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注 3.4. 我们常常考虑 f : X → Y 是域上的相对维数是 dim f = dimX − dimY 的光滑
态射, 此时常常定义 ωf := ωX ⊗ f∗ω∗

Y , 则有 f !(E) = f∗(E)⊗ ωf [dim f ].

定理 3.5 (Grothendieck 对偶). 考虑射影态射 f : X → Y , 对于 L ∈ D−(X) 和 M ∈
D+(Y ), 存在同构

Θf : Rf∗RHom(L, f !M) → RHom(Rf∗L,M).

注 3.6. 之前谈到对于紧合态射有 Grothendieck 对偶, 事实上根据著名的 Nagata 紧化
(证明见 Brian Conrad 的笔记 [5, Conrad2007]), 对于 f : X → S 是分离有限型态射且

S 是拟紧拟分离概形 (qcqs), 那么存在 S-概形 X 有如下交换图:

X X

S

i

f
g

其中 i 是概形稠密的开浸入 (于是光滑) 且 g 是紧合态射. 那么对于这样的分离有限型
态射就也可以定义 f !, 并且探究对偶性质, 相关内容见 [17] 的 St 0DWE.

接下来我们考虑特殊的情况, 如果 f : X → Spec k 是光滑射影态射, 那么对于
E ,F ∈ Db(X), 则

HomDb(X)(F , E ⊗ ωX [dimX])

∼= H0(RHom(RHom(E ,F), ωX [dimX])

∼= H0(RHom(RΓ(RHom(E ,F)), k))

∼= H0(RHom(E ,F)∗) = HomDb(X)(E ,F)∗.

设 dimX = n, 那么还可以写成

Exti(E ,F) ∼= Extn−i(F , E ⊗ ωX)
∗.

这就是光滑情况下的 Serre 对偶.
假设 f : X → Y , 考虑 KX = f !OY 称为对偶复形, 那假设 X/k 是 Cohn-Macaulay

且等维数 n的情况下,可以通过计算深度得到投射维数,从而得到 KX ∈ D[−n,−n](X)且

KX = ω◦
X [n], 其中 ω◦

X = ExtN−n
PN (OX , ωPN ) 且 X ↪→ PN . 从而立刻得到 Exti(F , ω◦

X)
∼=

Hn−i(X,F)∗, 这就是书 [7, Har1977] 中的 III.7.6 的 Serre 对偶, 也可参见 [9, Illusie] 中
III.5.19 到 III.5.21 的现代证明.
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4 概形和代数簇的导出范畴里的几何信息

4.1 一些基本结论

对于 F ∈ Db(X), 我们定义 supp(F ) =
⋃
i supp(H i(F )).

引理 4.1. 设 F ∈ Db(X), 且 supp(F ) = Z1 tZ2 为不交的闭集, 则有分解 F ' F1 ⊕F2,
且 supp(Fi) ⊂ Zi.

证明. 对复形的长度用归纳法, 长度为 1 是平凡的. 假设 F 长度不小于 2. 设 m 是使得

0 6= H m(F ) := H 最小的数, 则 H = H1 ⊕ H2 且 supp(Hi) ⊂ Zi.
考虑典范嵌入 H [−m] → F 补全为好三角 H [−m] → F → G → H [1 −m]. 长正

合列得到 H q(G) = H q(F ) 对于 q > m 且 H q(G) = 0 对于 q ≤ m. 根据归纳假设我
们得到 G ' G1 ⊕G2, 且 supp(Gi) ⊂ Zi. 根据谱序列

Ep,q2 = Hom(H −q(G1),H2[p]) ⇒ Hom(G1,H2[p+ q])

和 H −q(G1),H2[p] 在不相交的支集里面, 故 Hom(G1,H2[1 −m]) = 0. 类似的我们有
Hom(G2,H1[1−m]) = 0.
根据这些我们就得到 F ' F1 ⊕ F2, 其中 Fi 为拓展的好三角 Fi → Gi → Hi[1 −

m] →, 于是 supp(Fi) ⊂ Zi.

定义 4.2. 对三角范畴 D, 我们称 D 可以被分解成两个三角子范畴 D1, D2, 如果
(i) 子范畴 D1, D2 都有不同构于 0 的对象;
(ii) 对于任何 A ∈ D, 都有好三角 B1 → A→ B2 →, 其中 Bi ∈ Di;
(iii) 对任意的 Bi ∈ Di, 都有 Hom(B1, B2) = Hom(B2, B1) = 0.

下面这个定理告诉我们, 导出范畴的可分解性相当于概形的连通性, 这就是我们第
一次从导出范畴里找出来几何信息.

定理 4.3. 假设 X 是诺特概形, 则 Db(X) 不可被分解当且仅当 X 连通.

证明. 如果 X = X1 tX2 不连通, 则假设 Di = Db(Xi), 根据引理我们知道 Db(X) 可被

分解. 现在假设 X 连通, 且 Db(X) 可以被分解成两个三角子范畴 D1, D2.
考虑 OX [0] ∈ Db(X), 则 OX [0] = F1 ⊕ F2, 其中 Fi ∈ Di. 不妨假设 Fi = Fi[0]

就是凝聚层, 故 Fi ∼= IXi , 其中 Xi 为闭子概形. 故 OX = IX1 + IX2 ⊂ IX1∩X2 且

IX1∪X2 ⊂ IX1 ∩IX2 = 0.故我们得到 X = X1tX2.但 X 连通,那么不妨设 OX ⊂ D1.
考虑闭点 x ∈ X(存在因为诺特假设), 则 κ(x) 必然是平凡分解. 因为有非平凡映射

OX ↠ κ(x), 故 κ(x) ∈ D1. 假设存在非平凡 F ∈ D2, 设 m 是使得 H m := H m(F ) 6= 0
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的最大数 (有限因为诺特概形), 取闭点 x ∈ supp(H m), 我们有 H m ↠ κ(x). 考虑拟同
构 τ≤mF → F . 取其在导出范畴里的逆复合 τ≤mF → H m[−m] → κ(x)[−m], 从而得到
非平凡的 F → κ(x)[−m], 这和分解矛盾!

接下来我们转而看域 k 上的光滑射影簇的导出范畴! 下面的定理告诉我们事实上
导出范畴同构可以得到射影簇维数的相等, 这个结论我们也可以用 Fourier-Mukai 变
换来证明. 很自然的想法是导出范畴同构怎么样能得到射影簇同构, 一个经典的结果是
Bondal-Orlov 的结果, 这在下一小节讨论.

事实上这个结论严重依赖于 Serre 对偶的成立, 事实上我们在一般范畴上也可以定
义类似的东西, 称为 Serre 函子, 也就是 k-线性函子 S : A → A 满足同构 Hom(A,B) ∼=
Hom(B,S(A))∗. 不难用纯范畴论证明对于任何的 k-线性范畴等价都和各自的 Serre 函
子交换!
现在我们重新来看 Serre 对偶, 其对应的 Serre 函子就是复合

D∗(X)
ωX⊗−−→ D∗(X)

[dim(X)]−→ D∗(X),

其中 ∗ = b,+,−.

定理 4.4. 假设 X,Y 是域 k 上的光滑射影簇, 如果我们有正合等价 Db(X) ∼= Db(Y ), 则
dim(X) = dim(Y ). 且典范丛的阶数相同.

证明. 考虑闭点 x ∈ X, 则 κ(x) ∼= κ(x)⊗X
∼= SX(κ(x))[− dim(X)], 则

F (κ(x)) ∼= F (SX(κ(x))[− dim(X)]) ∼= F (SX(κ(x)))[− dim(X)]

∼= SY (F (κ(x)))[− dim(X)] ∼= F (κ(x))⊗ ωY [dim(Y )− dim(X)],

其中和 [− dim(X)] 交换是因为正合性.
由于 F 等价, 则 F (κ(x)) 是非平凡有界复形. 设 i 是使得 H i(F (κ(x))) 6= 0 最大

(类似的, 最小) 的数, 故

0 6= H i(F (κ(x))) ∼= H i(F (κ(x)))⊗ ωY [dim(Y )− dim(X)]

∼= H i+dim(Y )−dim(X)(F (κ(x)))⊗ ωY ,

故 H i+dim(Y )−dim(X)(F (κ(x))) 6= 0, 故如果 dim(Y )− dim(X) > 0(类似的, < 0) 和 i 最

大 (类似的, 最小) 矛盾! 故 dim(X) = dim(Y ) := n.
假设 ωkX

∼= OX , 则 SkX [−kn] ' id, 则 F−1 ◦ SkY [−kn] ◦ F ' SkX [−kn] ' id, 则
SkY [−kn] ' id, 故 ωkY

∼= OY .
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4.2 Bondal-Orlov 的重要结论

我们接下来要证明 Bondal-Orlov 的一个经典的重要结论 [2, BO2001], 这个结论的
证明需要定义两个对象:点样对象和可逆对象,通过对这两种对象在 ωX 或 ω∗

X(Fano)是
丰沛条件下的性质的研究, 我们可以得到以下结论:

定理 4.5 (Bondal-Orlov,2001). 假设 X 和 Y 是光滑射影簇且 X 的典范丛 ωX 满足 ωX

或 ω∗
X(Fano) 是丰沛的. 如果我们有正合等价 Db(X) ∼= Db(Y ), 则 X ∼= Y .

证明. 我们将在两个假设下来证明这个定理. 事实上通过点样对象和可逆对象的分析我
们可以将情况化归到这个假设下, 我们略去化归的部分, 可以参考 [8](代数闭域下), 或者
[2](一般情况).

我们假设等价 F 满足 F (OX) = OY 且 ωY (或 ω∗
Y ) 丰沛. 首先有 dim(X) =

dim(Y ) := n, 于是

F (ωkX) = F (SkX(OX))[−kn] ∼= SkY (F (OX))[−kn]
∼= SkY (OY )[−kn] = ωkY .

因为 F 满忠实, 我们得到

H0(X,ωkX) = Hom(OX , ω
k
X) = Hom(F (OX), F (ω

k
X)) = Hom(OY , ω

k
Y ) = H0(Y, ωkY ).

考虑分次代数
⊕

kH
0(X,ωkX),为了和上述同构合适,我们假设乘法为 s1·s2 = Sk1X (s2)[−k1n]◦

s1. 故得到同构 ⊕
k

H0(X,ωkX)
∼=

⊕
k

H0(Y, ωkY ).

由于 X 和 Y 是紧合的且典范或反典范丛丰沛, 根据概形理论我们有

X ∼= Proj
⊕
k

H0(X,ωkX)
∼= Proj

⊕
k

H0(Y, ωkY )
∼= Y,

故得到结论!

5 Fourier-Mukai 变换初步

5.1 返璞归真——从经典 Fourier 变换谈起

我们都知道, 经典的 Fourier 变换的定义是 f̂(y) =
∫
R f(x)e

−2πixydx. 事实上我们可
以从另一个角度来粗略一瞥: 假设 x, y 分别取自空间 X = Y = R, 那么考虑在 X × Y

12



上定义的核 P = e−2πixy, 我们假设 F = f(x) 在 X 上定义, 那么考虑图

X × Y Y

X

p

q

则拉回 p∗F 就是 F (x, y) = f(x), 于是

f(x)e−2πixy = F (x, y)e−2πixy = p∗F ⊗ P .

那么考虑到 Y 的推出 q∗(p
∗F ⊗ P), 推出在这里可以看作在纤维上积分, 那么就有

q∗(p
∗F ⊗ P) =

∫
X
f(x)e−2πixydx = f̂(y).

于是现在用这种方式推广到域 k 上的光滑射影簇:

定义 5.1. 对域 k 上的光滑射影簇 X,Y , 取定 P ∈ Db(X ×k Y ), 定义 Fourier-Mukai 变
换为

ΦP : Db(X) Db(Y )

F Rq∗(P ⊗ p∗F)

注 5.2. (1) 事实上在 Mukai 的原始论文 [14, Mukai1981] 中, 用了类似的想法推广到了
X 为 Abel 簇, 而 Y = X̂ 是对偶 Abel 簇的情况, 且 P 是 X × X̂ 上的 Poincaré 线丛,
从而给出了 Db(X) 到 Db(X̂) 的等价. 见定理6.4.

(2) 事实上一般的概形都能定义 Fourier-Mukai 变换为 ΦP(F) = Rq∗(P ⊗L Lp∗F),
这里如果是光滑射影簇, 那么由于 p 平坦且 P 有局部自由的预解, 那么此时 Lp∗ = p∗

且 P ⊗L (−) = P ⊗ (−). 我们这里只关心光滑射影簇.

注 5.3. 事实上据我了解, 真实的历史是 Fourier-Mukai 变换是从 Fourier-Deligne 变
换 (即 `-进 Fourier 变换) 中受到启发的, 而 `-进 Fourier 变换是大数学家 Pierre
Deligne 在一封于 1976 年给 David Kazhdan 的信中发明的, 在仿射直线上 `-进层
上的导出范畴中模仿通常的 Fourier 变换而得到. 这些后来被 Gérard Laumon 用来
简化 Deligne 关于 Weil 猜想的证明 (见https://handwiki.org/wiki/Fourier%E2%80%
93Deligne_transform).
此处我们跨过了中间的 `-进 Fourier变换,直接介绍了普通 Fourier变换和 Fourier-

Mukai 变换的关系, 原因是因为笔者不太懂数论. 关于更详尽的内容和改进的 Weil 猜想
的证明, 请参考 [11, Kiehl2001].
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命题 5.4. 一些常见的函子都是 Fourier-Mukai 变换的特例 (通过直接计算和投影公式):
(1)(identity) 考虑 i : X → ∆ ⊂ X ×k X, 则 id = Φi∗OX

;
(2)(拉回和推出) 对于 f , 考虑 Γf ⊂ X ×k Y , 则核 OΓf

的两种方向给出 f∗ 和 f∗;
(3)(张量线丛) 对线丛 L, 我们有 (−)⊗ L = Φi∗L;
(4)(平移函子) 我们有 T = Φi∗OX [1];
(5)(Serre 函子) 我们有 SkX [−kn] = Φi∗ωk

X
.

5.2 Fourier-Mukai 变换的基本性质

考虑 p : X ×k Y → Y, q : X ×k Y → X. 对于 P ∈ Db(X ×k Y ), 假设

PL := P∨ ⊗ p∗ωY [dimY ],PR := P∨ ⊗ q∗ωX [dimX].

命题 5.5 (Mukai). 我们有伴随函子

ΦPL
a ΦP a ΦPR

.

证明. 显然, 直接计算即可.

另外,事实上 Fourier-Mukai变换的复合还是 Fourier-Mukai变换,考虑 P ∈ Db(X×
Y ) 和 Q ∈ Db(Y × Z), 考虑下图

Y × Z X × Y × Z X × Y

X × Z

πY Z πXY

πXZ

假设 R := RπXZ,∗(π
∗
XY P ⊗ π∗Y ZQ), 很容易计算得到

ΦR = ΦQ ◦ ΦP .

当然这个核 R 不一定唯一.

定理 5.6 (Orlov). 设 X,Y 是光滑射影簇, 假设有满忠实正合函子 F : Db(X) → Db(Y ).
如果 F 有左右伴随, 则存在 P ∈ Db(X × Y )(在同构意义下唯一) 使得

F ∼= ΦP .

注 5.7. 这个是一个高度不平凡的结果, 证明可以看 Kawamata[10].

推论 1 (Gabriel). 假设 X,Y 是光滑射影簇且有等价 Coh(X) ∼= Coh(Y ), 则 X ∼= Y .

证明. 参见 [8] 的 5.24.
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5.3 上同调 Fourier-Mukai 变换

这里我们只考虑光滑复射影簇, 因此通过 GAGA 原理, 我们可以将其等效为复射影
流形, 于是可以用复几何那一套方法来做.
我们考虑有理上同调 H∗(X,Q) 的 Fourier-Mukai 变换. 两个上同调类 α, β 的积简

记为 α.β. 对 f : X → Y 自然诱导 f∗ : H∗(Y,Q) → H∗(X,Q). 根据 Poincare 对偶, 我
们定义了对偶的映射 f∗ : H

∗(X,Q) → H∗+2 dimY−2 dimX(Y,Q). 于是这些满足投影公式.
对于 α ∈ H∗(X × Y,Q), 我们定义上同调 Fourier-Mukai 变换

ΦHα : H∗(X,Q) → H∗(Y,Q), β 7→ p∗(α.q
∗(β)).

设 K(X) 为 Grothendieck 群, 我们可以定义 Chern 特征 ch(L) = exp(c1(L)) 和 Todd
类 td(L) = c1(L)

1−exp(−c1(L))(这种是用形式 Chern roots 定义). 另外我们定义 f![F ] =∑
i(−1)i[Rif∗(F )].

定理 5.8 (Grothendieck-Riemann-Roch). 设 f : X → Y 是光滑复射影簇间的射影态射,
则对于任意的 e ∈ K(X), 我们有

ch(f!(e)). td(TY ) = f∗(ch(e). td(TY )).

推论 2 (Hirzebruch-Riemann-Roch). 对于任意的 e ∈ K(X), 我们有

χ(e) =

∫
X
(ch(e). td(TY )).

定义 5.9. 对 e ∈ K(X) 或者 E ∈ Db(X), 定义其 Mukai 向量为 v(e) = ch(e).
√
td(TX)

或者 v(E) = ch(E).
√
td(TX).

这样我们定义对于 P ∈ Db(X × Y ) 的上同调 Fourier-Mukai 变换为

ΦHP := ΦHv(P).

由于这些示性类都是偶数次, 我们得到 ΦHP 保持上同调阶数的奇偶性.
最后我们考虑其和 Hodge 结构的关系. Hodge 理论告诉我们

Hn(X,C) ∼=
⊕
p+q=n

Hp,q(X),

而 Chern 类是 (p, p)-类的, 于是我们考虑的所有示性类都是如此, 因此 Mukai 向量满足
v(−) : K(X) →

⊕
pH

p,p(X) ∩H2p(X,Q).
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命题 5.10. 如果普通 Fourier-Mukai 变换 ΦP : Db(X) → Db(Y ) 是范畴等价, 则诱导的
上同调 Fourier-Mukai 变换 ΦHP 诱导对所有 i = − dimX, ..., 0, ..., dimX 的同构⊕

p−q=i
Hp,q(X) ∼=

⊕
p−q=i

Hp,q(Y ).

证明. 根据 Grothendieck-Riemann-Roch 定理不难证明 ΦHP 是同构. 故我们只需证明

ΦHP (Hp,q(X)) ⊂
⊕

r−s=p−q
Hr,s(Y ).

考虑 Künneth 分解我们得到

ch(P).
√
td(X × Y ) =

∑
αp

′,q′ ⊠ βr,s,

其中 αp
′,q′ ∈ Hp′,q′(X), βr,s ∈ Hr,s(Y ). 当然这里面有效的只有 p′ + r = q′ + s 的项.

接下来我们断言对于 α ∈ Hp,q(X), 和
∑
αp

′,q′ ⊠ βr,s, 对 ΦHP (α) 有作用的只有

p+ p′ = q + q′ = dimX 的项. 事实上我们计算得到

ΦHP (α) = p∗(q
∗(α) ∧ ch(P).

√
td(X × Y ))

= p∗

(
q∗(α) ∧

∑
αp

′,q′ ⊠ βr,s
)

= p∗

(
q∗(α) ∧

∑
q∗αp

′,q′ ⊗ p∗βr,s
)

=
∑

(p∗(q
∗(α) ∧ q∗αp′,q′)).βr,s

=
∑(∫

X
α ∧ αp′,q′

)
.βr,s,

故 p− q = p′ − q′ = r − s.

注 5.11. 事实上对任意的域上可以用 Hochschild 上同调来描述.

6 几个应用

6.1 光滑射影曲线

定理 6.1. 假设 C 是代数闭域 k 上的亏格 g 6= 1 的光滑射影曲线, 假设 Y 是 k 上的光

滑射影簇, 则存在正合等价 Db(C) ' Db(Y ) 当且仅当 Y 是同构于 C 的曲线.

证明. 对典范丛 ωC , 由 Riemann-Roch 定理得到 deg(ωC) = 2g − 2, 故当 g = 0, 即
C ∼= P1 时, ω∨

C 丰沛, 当 g > 1 时 ωC 丰沛, 由 Bondal-Orlov 定理得知定理成立.
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定理 6.2. 假设 C 是 C 上的椭圆曲线, 假设 Y 是复光滑射影簇, 则存在正合等价
Db(C) ' Db(Y ) 当且仅当 Y 是同构于 C 的曲线.

证明. 首先根据等价我们得知 Y 是光滑射影曲线, 如果 g(Y ) 6= 1, 则根据上面定理知
g(X) 6= 1, 矛盾, 故 Y 也是椭圆曲线.
根据 Orlov存在定理得到 ΦP : Db(C) → Db(Y )范畴等价.其诱导的上同调 Fourier-

Mukai 变换是下面同构的直和:

H1(C,Q) ∼= H1(Y,Q), (H0 ⊕H2)(C,Q) ∼= (H0 ⊕H2)(Y,Q).

根据上同调 Fourier-Mukai 会和 Hodge 分解 H1 = H1,0 ⊕H0,1 契合, 且椭圆曲线会被
weight-one Hodge 结构所决定, 即 C ∼= H1,0(E)∗/H1(E,Z) ∼= H0,1(E)/H1(E,Z), 故我
们只需要证明这个上同调 Fourier-Mukai 变换是保持整系数一阶上同调.
事实上 td(C × Y ) = 1 且 ch(P) = r + c1(P) + 1

2(c
2
1 − 2c2)(P). 但后面的 4 次不对

一阶上同调产生影响, 故确实保持整系数一阶上同调.

6.2 丰沛典范 (反典范) 丛的自等价

对光滑射影簇 X, 定义 Aut(Db(X)) 为 k-线性等价 Db(X) → Db(X) 的同构类构成

的群. 则我们可以如下描述:

定理 6.3. 假设 X 和 Y 是光滑射影簇且 X 的典范丛 ωX 满足 ωX 或 ω∗
X(Fano) 是丰

沛的. 则
Aut(Db(X)) ∼= Z× (Aut(X)⋉ Pic(X)).

证明. 我们只简陋的说一下想法. 事实上这里的 Z 和 Pic(X) 都来源于 Bondal-Orlov
定理里面关于转化到 F (OX) = OX 的分析, 而如果已经有这个条件我们就会得到
F (ωkX) = ωkY , 因此类似的得到 X 的自同构! 通过一些关于丰沛列的东西我们就可以
得到 Aut(Db(X)) 就是由平移函子 (∼= Z), Aut(X) 和 Pic(X) 生成的! 至于表达式是因
为平移函子和典范丛张量交换, 而且拉回和张量交换.

6.3 Abel 簇的应用

这里介绍 [14] 中的经典结果, 有关 Abel 簇的结论我们推荐 [1].

定理 6.4 (Mukai). 对于维数是 g 的 Abel 簇 A 及其 Poincaré 线丛 PA, Fourier-Mukai
变换 ΦPA

: Db(A) → Db(Â) 是范畴等价. 事实上有

ΦP
Â
◦ PA

∼= L[−1]∗[−g].
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证明. 我们需要一个简单结论, 这就是 Cube 定理的直接应用, 见 [1] 引理 17.3:
• 考虑映射 µ : A× Â× A→ A× Â 为 (a, b, c) 7→ (m(a, c), b), 其中 m 是乘法, 则线丛
µ∗(P−1

A )⊗ pr∗12(PA)⊗ pr∗23(PA) 是平凡的.
▶ 回到定理. 事实上只需证明 ΦPA∗P

Â

∼= [−1]∗[−g], 其中

PA ∗ P
Â
:= Rpr13,∗(pr∗12PA ⊗ pr∗23PÂ

).

注意到考虑 [−1] 的图像 Γ ⊂ A × A, 我们直接计算发现 L[−1]∗[−g] = ΦOΓ[−g], 所以只
需证明 PA ∗ P

Â
= OΓ[−g].

注意到 PA ∗ P
Â
= Rpr13,∗µ∗PA, 考虑纤维积

A× Â×A A× Â

A×A A

pr13
m

µ

pr1

和平坦基变换我们得到 PA ∗ P
Â
∼= m∗Rpr1,∗(PA). 根据一些 Abel 簇的基本知识 (见

[1] 推论 15.3) 我们知道 Rpr1,∗(PA) ∼= κ(e)[−g], 再次根据纤维积

Γ A×A

Specκ(e) A

i

m

i

m

和平坦基变换我们得到 m∗Rpr1,∗(PA) ∼= m∗(κ(e)[−g]) ∼= OΓ[−g], 从而得到结论.
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