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1 基本公式和定理

1.1 概率公式计算汇总

定理 1.1 (加法公式). 对概率空间 (Ω,F , P ), 若 A1, ..., An ∈ F , 则

P

(
n⋃

i=1

Ai

)
=

n∑
k=1

∑
i1<...<ik

(−1)k−1P (Ai1 · · ·Aik).

定理 1.2 (减法公式). 对概率空间 (Ω,F , P ), 若 A,B ∈ F , 则

P (A−B) = P (A)− P (AB).

定理 1.3 (乘法公式). 对概率空间 (Ω,F , P ), 若 A1, ..., An ∈ F , 则

P (A1 · · ·An) =
n∏

i=1

P (Ai|A1 · · ·Ai−1) =
n∑

k=1

∑
i1<...<ik

(−1)k−1P (Ai1 ∪ · · · ∪Aik).

定理 1.4 (全概率公式). 对概率空间 (Ω,F , P ), 若 B,A1, ..., An, ... ∈ F , 其中 Ai 是 Ω 的

分割, 则
P (B) =

∑
j

P (Aj)P (B|Aj).

定理 1.5 (Bayes 公式). 对概率空间 (Ω,F , P ), 若 B,A1, ..., An, ... ∈ F , 其中 Ai 是 Ω 的

分割, 则
P (Ai|B) =

P (Ai)P (B|Ai)∑
j P (Aj)P (B|Aj)

.

1.2 基础公式

定理 1.6 (边际分布). (1)[离散] 考虑二维随机变量 (ξ, η), 其中 ξ 取值 x1, x2, ..., 而 η 取值

y1, y2, ..., 令 P (ξ = xi, η = yj) = p(xi, yj), 令 P (ξ = xi) = p1(xi), P (η = yj) = p2(yj), 则∑
j

p(xi, yj) = p1(xi),
∑
i

p(xi, yj) = p2(yj),

这就是边际分布;
(2)[一般] 考虑二维随机变量 (ξ, η), 其分布函数为 F (x, y), 而 F1(x) = P (ξ < x) =

F (x,+∞) 且 F2(y) = P (η < y) = F (+∞, y), 这就是 F (x, y) 的边际分布函数.
(3)[连续] 若分布函数为 F (x, y) 是连续型, 有密度函数 p(x, y), 则

F1(x) =

∫ x

−∞
du

∫ ∞

−∞
p(u, y)dy, F2(y) =

∫ ∞

−∞
dx

∫ y

−∞
p(x, v)dv,

则 F1(x), F2(y) 分别的密度函数为

p1(x) =

∫
R
p(x, y)dy, p2(y) =

∫
R
p(x, y)dx,

称为边际密度函数.
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定理 1.7 (条件分布). (1)[一般] 定义为

P (η < y|ξ = x) = lim
∆x→0

F (x+∆x, y)− F (x, y)

F (x+∆x,∞)− F (x,∞)
;

(2)[离散] 已知 ξ = xi, p1(xi) > 0, 则事件 {η = yj} 的条件概率为

P (η = yj |ξ = xi) =
p(xi, yj)

p1(xi)
;

(3)[连续] 给定 ξ = x, 则 η 的分布密度函数为

p(y|x) = p(x, y)

p1(x)
.

定理 1.8 (离散卷积公式). 若 ξ, η 是相互独立的随机变量, 且取非负整数, 其概率分布为
{ak}, {bk}, 则 ζ = ξ + η 的概率分布为

cr = P (ζ = r) = a0br + · · · arb0, r = 0, 1, · · · .

定理 1.9. (1) 若 g 严格单调, 其反函数 g−1(x) 有连续导函数, 则 η = g(ξ) 有密度函数

p(g−1(y))|(g−1(y))′|;

(2) 若 g(x) 在不相重叠的区间 I1, ... 上逐段单调, 反函数分别为 h1(y), ..., 且其导数连
续, 则 η = g(ξ) 密度函数为 ∑

i

p(hi(y))|h′
i(y)|.

定理 1.10 (随机向量的函数分布律). 若 η = g(ξ1, ..., ξn), 且 (ξ1, ..., ξn) 的密度函数为

p(x1, ..., xn), 则 η 的分布函数为

G(y) = P (η < y) =

∫
g<y

p(x1, ..., xn)dx1 · · · dxn.

(1)[和的分布] 若 η = ξ1 + ξ2, 且 (ξ1, ξ2) 密度函数为 p(x1, x2), 则其分布函数为

G(y) =

∫
R

∫ y−x1

−∞
p(x1, x2)dx1dx2,

若 ξ1, ξ2 独立, 设 p = p1(x1)p2(x2), 则 η 的密度函数为

q(y) =

∫
R
p1(u)p2(y − u)du =

∫
R
p1(y − u)p2(u)du;

(2)[商的分布] 若 η =
ξ1
ξ2
, 且 (ξ1, ξ2) 密度函数为 p(x1, x2), 则其密度函数为

q(X) =

∫
R
|z|p(zx, z)dz;
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(3)[顺序统计量] 设相互独立且具有相同分布函数和密度函数的 (ξ1, ..., ξn), 按顺序排
位 ξ∗1 ≤ · · · ≤ ξ∗n, 其中 ξ∗1 = min(ξi), ξ∗n = max(ξi).
连续性的话, 设密度为 p(x), 则 ξ∗k 的密度函数为

n!

(k − 1)!(n− k)!
(F (x))k−1(1− F (x))n−kp(x).

定理 1.11 (随机向量的变换). 若 (ξ1, ..., ξn)的密度函数为 p(x1, ..., xn),考虑 ηk = gk(ξ1, ..., ξn), k =

1, ...,m 的分布律, 这时有

G(y1, ..., ym) =

∫
g1<y1,...,gm<ym

p(x1, ..., xn)dx1 · · · dxn.

当 m = n, 且 yi = gi(x1, ..., xn) 有唯一反函数 xi = xi(y1, ..., yn) 时, 设 (η1, ..., ηn) 的

密度函数为

q(y1, ..., yn) =


p(x1(y1, ..., yn), ..., xn(y1, ..., yn)) det(J), 若(y1, ..., yn)属于g1, ..., gn的值域;

0, 其他,

其中 J =
(

∂xi

∂yj

)
i,j
为 Jacobian 矩阵.

定理 1.12 (数学期望的性质). (i) 若 a ≤ ξ ≤ b, 则 a ≤ Eξ ≤ b;
(ii) 对任意常数 ci, i = 1, ..., n 及 b, 有

E

(
n∑

i=1

ciξi + b

)
=

n∑
i=1

ciEξi + b.

注 1.1. 不难得知 Dξ = Eξ2 − (Eξ)2.

定理 1.13 (方差的性质). (i) 常数方差为 0;
(ii) 对常数 b, c, 有 D(bξ + c) = b2Dξ;
(iii) 若 c ̸= Eξ, 则 Dξ < E(ξ − c)2.

注 1.2. 标准化随机变量 ξ∗ = ξ−Eξ√
Dξ
, 则 Eξ∗ = 0, Dξ∗ = 1.

定理 1.14. 对 n 维随机变量 ξ = (ξ1, ..., ξn)
T , 设其期望为 µ, 协方差矩阵为 Σ.

(i) 对线性组合 ζ = lTξ, 有 Eζ = lTµ, Dζ = lTΣl;
(ii) 对 η = Cξ, 有 Eη = Cµ, Dη = CΣCT .

定理 1.15. 对 (ξ1, ..., ξn). 定义协方差为 σij = cov(ξi, ξj) = E((ξi − Eξi)(ξj − Eξj)), 则
cov(ξi, ξj) = Eξiξj − EξiEξj 和 D (

∑n
i=1 ξi) =

∑n
i=1 Dξi + 2

∑
i<j cov(ξi, ξj).

相关系数为 ρij =
cov(ξi,ξj)√

DξiDξj
. 补充定义常数和任何随机变量的相关系数为 0.

cov(aξ + b, cη + d) = accov(ξ, η), 且当 ac > 0 时 ρaξ+b,cη+d = ρξη; 当 ac < 0 时

ρaξ+b,cη+d = −ρξη.
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定理 1.16 (相关系数的性质). (i) 由柯西不等式得到 |ρ| ≤ 1, 而当 ρ = ±1 时, 二者为线性
关系 (完全正相关, 完全负相关), 当 ρ = 0, 称为不相关;

(ii) 对随机变量 ξ, η, 二者不相关当且仅当 cov(ξ, η) = 0 当且仅当 Eξη = EξEη 当且

仅当 D(ξ + η) = Dξ +Dη;
(iii) 若 ξ, η 独立, 则不相关, 反之不对;(不相关也可以有函数关系, 见李贤平 P211)
(iv) 二元正态分布和两个二值随机变量的情况, 独立和不相关等价;

定理 1.17 (特征函数的性质 (多元类似)). (1) f(0) = 1, |f(t)| ≤ f(0), f(−t) = f(t);
(2) 特征函数在 R 上一致连续;
(3) ∀n ∈ N, ti ∈ R, λi ∈ C, 则

∑
k

∑
j f(tk − tj)λkλj ≥ 0;

(4) 相互独立随机变量之和的特征函数为其特征函数之积;
(5)随机变量 ξ 的 n阶矩存在,则其特征函数 n次可微,且当 k ≤ n时 f (k)(0) = ikEξk;
(6) 设 η = aξ + b, 则 fη(t) = eibtfξ(at);
(7) 分布函数唯一被特征函数决定.

定理 1.18 (多元特征函数的性质). (1) 若 (ξ1, ..., ξn) 特征函数 f(t1, ..., tn), 而 ξi 的特征函

数 fξi(t), 则他们相互独立当且仅当 f(t1, · · · , tn) = fξ1(t) · · · fξn(t);
(2) 特征函数列 {fk(x1, ..., xn)} 收敛于连续函数 f(x1, ..., xn), 则其为某特征函数.

定义 1.1. 设 ξ1, ..., ξn, ... 是独立随机变量序列, 令 ηn =
∑

i ξi
n
, 如果存在常数列 ai 使得对

任意的 ε > 0, 有
lim
n→∞

P (|ηn − an| < ε) = 1,

则称 {ξn} 服从大数定律.

假定 Eξi, Dξi 存在, 令 ζn =

∑n
i=1 ξi −

∑n
i=1 Eξi√∑n

i=1 Dξi
, 如果

lim
n→∞

P (ζn < x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−t2dt,

则称 {ξn} 服从中心极限定理.

1.3 概率论定理

定理 1.19 (二项分布的 Poisson 逼近). 独立实验中, 设 pn 为事件 A 出现的概率, 它和实
验总数有关, 若 npn → λ, 则当 n → ∞ 时

b(k;n, pn) →
λk

k!
e−λ.

定理 1.20 (随机变量函数独立性). 若 ξ1, ..., ξn 相互独立, 则对任意的 Borel 函数 fi, 变量
fk(ξk) 也相互独立.
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定理 1.21 (佚名统计学家公式). 若 g(x) 是一元 Borel 函数, 而 η = g(ξ), 则

Eη =

∫
R
ydFη(y) =

∫
R
g(x)dFξ(x).

若 ξ 具有密度函数 p(x), 则 Eη =
∫
R g(x)p(x)dx.

若 (ξ1, ..., ξn) 分布函数为 F (x1, ..., xn), 而 g(x1, ..., xn) 是 n 元 Borel 函数, 则

Eg(ξ1, ..., ξn) =

∫
R
g(x1, ..., xn)dF (x1, ..., xn),

特别的,
Eξ1 =

∫
R
x1dF (x1, ..., xn) =

∫
R
x1dF1(x1),

其中 F1 是 ξ1 分布函数.
复佚名统计学家公式:

Eeitg(ξ) =

∫
R
eitg(x)dFξ(x).

定理 1.22 (切比雪夫不等式). 对任何具有有限方差的随机变量 ξ, 有

P (|ξ − Eξ| ≥ ε) ≤ Dξ

ε2
,

其中 ε 是任意正数.

证明. 注意到
∫
R(x− Eξ)2dF (x) ≥

∫
|x−Eξ|≥ϵ

(x− Eξ)2dF (x) 即可.

注 1.3. (i) 有时将其变形为 P (|ξ − Eξ| < ε) ≥ 1− Dξ
ε2
或 P

(∣∣∣ ξ−Eξ√
Dξ

∣∣∣ ≥ δ
)
≤ 1

δ2
;

(ii) 可以证明方差为 0 的随机变量必为常数.

定理 1.23 (柯西不等式). 对任何随机变量 ξ, η, 有

|Eξη|2 ≤ Eξ2Eη2,

等号成立当且仅当存在 t0 使得 P (η = t0ξ) = 1.

定理 1.24 (重期望公式). 对任何随机变量 ξ, η, 有

Eη = E(E(η|ξ)).

定理 1.25 (逆转公式). 分布函数 F 的特征函数 f , 设 x1, x2 是 F 的连续点, 则

F (x2)− F (x1) = lim
T→∞

1

2π

∫ T

−T

e−itx1 − e−itx2

it
f(t)dt.

推论 1. 若
∫
R |f | < ∞, 则其分布函数 F 导数存在且连续, 且

F ′(x) =
1

2π

∫
R
e−itxf(t)dt.
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定理 1.26 (切比雪夫大数定律). 若 {ξi}两两不相关,且都有有限方差,且有公共上界 Dξi ≤
C, 则对任意的 ε > 0, 有

lim
n→∞

P

(∣∣∣∣∣ 1n
n∑

k=1

ξk −
1

n

n∑
k=1

Eξk

∣∣∣∣∣ < ε

)
= 1.

定理 1.27 (马尔可夫大数定律). 若 {ξi} 满足 1
n
D
∑n

k=1 ξk → 0(无独立性假设), 则对任意
的 ε > 0, 有

lim
n→∞

P

(∣∣∣∣∣ 1n
n∑

k=1

ξk −
1

n

n∑
k=1

Eξk

∣∣∣∣∣ < ε

)
= 1.

推论 2 (伯努利大数定律). 设 µn 是 n 次伯努利实验中 A 出现的次数, 而概率是 p, 则任给
ε > 0, 有

lim
n→∞

P
(∣∣∣µn

n
− p
∣∣∣ < ε

)
= 1.

推论 3 (泊松大数定律). 若独立试验序列中, 事件 A 在第 k 次实验的概率为 pk, 设 µn 是

前 n 次实验中 A 出现的次数, 则任给 ε > 0, 有

lim
n→∞

P

(∣∣∣∣µn

n
− p1 + ...+ pn

n

∣∣∣∣ < ε

)
= 1.

定理 1.28 (棣莫弗-拉普拉斯极限定理). 若 µn 是 n 次伯努利实验中 A 出现的次数, 而概
率是 p, 则对任一有限区间 [a, b]:

(1)[局部极限定理] 当 a ≤ xk ≡ k−np√
npq

≤ b 及 n → ∞ 时, 一致的有

P (µn = k)(
1√
npq

1√
2π
e−1/2x2

k

) → 1;

(2)[积分极限定理] 当 n → ∞ 时, 一致的有

P

(
a ≤ µn − np

√
npq

< b

)
→
∫ b

a

ϕ(x)dx, where ϕ(x) =
1√
2π

e−x2/2.

注 1.4. 局部极限定理更精细的有

P (µn = k) =
1√
2π

1
√
npq

e−x2
k/2

(
1 +

(q − p)(x3
k − 3xk)

6
√
npq

+O

(
1

n

))
.

注 1.5 (一些应用). (a) 频率估计概率的计算: 注意到

P
(∣∣∣µn

n
− p
∣∣∣ < ε

)
≈ 2Φ

(
ε

√
n

pq

)
− 1;

(b) 概率的置信区间估计: 置信水平 β 下得到的概率 p 的置信区间为(
µn

n
− zβ

√
µn

n
(1− µn

n
)

n
,
µn

n
+ zβ

√
µn

n
(1− µn

n
)

n

)
,
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其中 2Φ(zβ)− 1 = β;
(c) 局部极限定理估计二项分布: 当 n 较大时有(

n

k

)
pkqn−k ≈ 1

√
npq

ϕ

(
k − np
√
npq

)
,

其中 ϕ(x) = 1√
2π
e−x2/2;

(d) 积分极限定理估计二项分布: 修正公式为

P (k1 ≤ µn ≤ k2) ≈ Φ

(
k2 − np+ 0.5

√
npq

)
− Φ

(
k1 − np− 0.5

√
npq

)
.

定理 1.29 (辛钦大数定律). 设 ξ1, ..., ξn, ... 是相互独立的随机变量序列, 服从相同分布, 且
具有有限数学期望 a = Eξn, 则对任意的 ε > 0, 有

lim
n→∞

P

(∣∣∣∣∣ 1n
n∑

i=1

ξi − a

∣∣∣∣∣ < ε

)
= 1.

定理 1.30 (中心极限定理-林德伯格-莱维). 设 ξ1, ..., ξn, ... 是相互独立的随机变量序列, 服
从相同分布, 且 Eξk = µ,Dξk = σ2, 考虑 ζn = 1

σ
√
n

∑n
k=1(ξk − µ), 若 0 < σ2 ≤ ∞, 则

lim
n→∞

P (ζn < x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−t2/2dt.

定理 1.31 (多元中心极限定理). 若 p 维随机向量 ξ1, ..., ξn, ... 相互独立, 且具有相同分布,
数学期望为 µ, 协方差矩阵为 Σ, 则

ζn =

∑n
k=1(ξk − µ)√

n

的极限分布为 N(0,Σ).
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2 离散分布及其性质总结

2.1 Bernoulli 分布
定义 2.1. 只有两种结果, 事件域为 F = {∅, A,A,Ω}, 满足 P (A) = p, P (A) = q, 且
p, q ≥ 0, p+ q = 1.

注 2.1. 分布为 bk = P (β = k) = pkq1−k, k = 0, 1, 其中 β 为 A 出现次数, 仅取 0, 1.

注 2.2 (推广 Bernoulli 分布). n 次重复独立实验, 每次实验可能结果为 A1, ..., Ar, 满足
P (Ai) = pi,

∑
i pi = 1.

命题 2.1 (Bernoulli 分布的数字特征). (1) 数学期望 E1A = P (A);
(2) 方差 Dξ = p(1− p);

2.2 二项分布

定义 2.2. 做 n 重 Bernoulli 实验, 设 µ 为成功次数, 其为随机变量, 取值为 0, 1, ..., n, 概
率分布 µ ∼ B(n, p) 为

b(k;n, p) = P (µ = k) =

(
n

k

)
pkqn−k, k = 0, 1, · · · , n.

命题 2.2 (二项分布的性质). (1) 对称性: b(k;n, p) = b(n− k;n, 1− p);
(2) 单调性: k ≤ (n+ 1)p 时递增; k > (n+ 1)p 时递减;
(3) 二项分布在 p 相当小的时候, 用 Poisson 逼近 (定理1.19) 有

b(k;n, p) ≈ (np)k

k!
e−np.

命题 2.3 (二项分布的特征). (1) 数学期望 Eξ = np;
(ii) 方差 Dξ = np(1− p);
(iii) 特征函数 f(t) = (peit + q)n

2.3 超几何分布

定义 2.3. 某批 N 件产品有 M 件次品, 随机抽出 n 件, 出现次品数量 ν 为随机变量, 且

hk = P (ν = k) =

(
M
k

)(
N−M
n−k

)(
N
n

) , 0 ≤ k ≤ n ≤ N, k ≤ M.

注 2.3. 当 N ≫ n 时, 可以用二项分布近似.
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2.4 Poisson 分布
定义 2.4. 设 λ > 0 且 ξ 可取一切非负整数, 称 ξ 服从 Poisson 分布 ξ ∼ P (λ), 如果

P (ξ = k) =
λk

k!
e−λ, k ∈ Z≥0.

命题 2.4 (Poisson 分布的特征). (1) 数学期望 E = λ;
(2) 方差 Dξ = λ;
(3) 特征函数 f(t) = eλ(e

it−1)

2.5 几何分布

定义 2.5. 成功概率为 p 的 Bernoulli 实验中, 以 η 记成功首次出现时的试验次数, 则其为
随机变量, 可能取值为 1, 2, 3, ..., 概率分布为

g(k, p) = P (η = k) = qk−1p, k = 1, 2, · · · .

命题 2.5 (性质). (1) 无记忆性: 若已知前 m 次实验没有成功, 设达到首次成功的等待时间
为 η′, 则 P (η′ = k) = qk−1p, k = 1, 2, · · · (离散分布里只有几何分布有此性质);

命题 2.6 (几何分布的数字特征). (1) 数学期望 E = 1
p
;

2.6 帕斯卡分布

定义 2.6. 成功概率为 p 的 Bernoulli 实验中, 以 ζ 记成功第 r 次出现时的试验次数, 取值
为 r, r + 1, ..., 概率分布为

P (ζ = k) =

(
k − 1

r − 1

)
prqk−r, k = r, r + 1, · · · .

注 2.4 (推广). 对任意实数 r > 0, 称

Nb(l; r, p) =

(
−r

l

)
pr(−q)l, l = 0, 1, · · ·

为负二项分布.

2.7 多项分布

定义 2.7. 设实验可能结果为 A1, ..., Ar, 且 P (Ai) = pi 且 p1 + ...+ pr = 1, 重复 n 次, 假
定相互独立, 若以 ξi 为 Ai 出现次数, 则

P (ξi = ki) =
n!

k1! · · · kr!
pk1
1 · · · pkr

r .

命题 2.7 (多项分布的性质). (1)协方差 cov(ξi, ξj) = −npipj,相关系数 ρij = −
√

pipj

(1−pi)(1−pj)
;

11



2.8 多元超几何分布

定义 2.8. 袋子中有 Ni 个 i 号球,i = 1, ..., r, 且 N1 + ... +Nr = N , 从中摸出 n 只, 若以
ξi 为 i 号球的出现次数, 则

P (ξi = ni) =

(
N1

n1

)
· · ·
(
Nr

nr

)(
N
n

) .
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3 连续分布及其性质总结

3.1 均匀分布

定义 3.1. 设 a, b 为有限数, 则下面密度函数定义的就是 [a, b] 上的均匀分布:

p(x) =


1

b− a
, a ≤ x ≤ b;

0, 其它.

注 3.1. (1) 其分布函数为 F (x) =


0, x ≤ a

x− a

b− a
, a < x ≤ b;

1, x > b.

;

(2) 若 θ 服从 [0, 1] 均匀分布, 那么对任意分布函数 F (x), 令 ξ = F−1(θ), 则不难看出
ξ 是服从分布函数 F 的随机变量;

命题 3.1 (均匀分布的数字特征). (1) 数学期望 Eξ = b+a
2
;

(1) 方差 Dξ = (b−a)2

12
;

3.2 正态分布

定义 3.2. 密度函数为
p(x) =

1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2 , x ∈ R,

其中 σ > 0, µ, σ 为常数, 其分布函数为

F (x) =
1√
2πσ

∫ x

−∞
e−

(y−µ)2

2σ2 dy, x ∈ R,

记为 N(µ, σ2).

注 3.2. 当 µ = 0, σ = 1 称为标准正态分布, 其密度函数和分布函数分别记为 ϕ,Φ.

命题 3.2 (性质). (1) 若 ξ ∼ N(µ, σ2), 则 η = ξ−µ
σ

∼ N(0, 1);
(2) 若 ξ ∼ N(µ, σ2), 则 F (x) = P

(
ξ−µ
σ

< x−µ
σ

)
= Φ

(
x−µ
σ

)
, 且 P (|ξ − µ| < kσ) =

2Φ(k)− 1, 且 P (a ≤ ξ < b) = Φ
(
b−µ
σ

)
− Φ

(
a−µ
σ

)
;

(3) 相互独立分布相同的两个随机变量 ξ, η 如果满足密度函数不等于零且二阶可导, 且
ξ + η, ξ − η 相互独立, 那么 ξ, η, ξ + η, ξ − η 都服从正态分布;

命题 3.3 (正态分布的特征). (1) 数学期望 Eξ = µ;
(2) 方差 Dξ = σ2, 则 σ 为标准差;
(3) 特征函数 f(t) = eiµt−

1
2σ

2t2
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3.3 指数分布

定义 3.3. 密度函数为 p(x) =


λe−λx, x ≥ 0;

0, x < 0,

,分布函数为 F (x) =


1− e−λx, x ≥ 0;

0, x < 0,

,

这里 λ > 0 为参数, 称为指数分布, 记为 Exp(λ).

命题 3.4 (性质). (1) 无记忆性: 对任意的 s, t > 0, 有 P (ξ ≥ s+ t|ξ ≥ s) = P (ξ ≥ t)(连续
分布里只有指数分布有此性质);

命题 3.5 (正态分布的数字特征). (1) 数学期望 E = 1
λ
;

3.4 Erlang 分布
定义 3.4. 对任意的 r ∈ Z>0, λ > 0, 密度函数

p(x) =
λr

(r − 1)!
xr−1e−λx, x ≥ 0,

称为 Erlang 分布.

3.5 Γ 分布

定义 3.5. 对任意的 r, λ > 0, 密度函数

f(x) =


λr

Γ(r)
xr−1e−λx, x > 0;

0, x ≤ 0,

称为 Γ 分布.

3.6 χ2 分布

定义 3.6. 密度函数为

p(x) =
1

2n/2Γ(n/2)
xn/2−1e−x/2, x > 0

的分布为具有自由度 n 的 χ2 分布, 记作 ξ ∼ χ2
n.

注 3.3. 1. 不难得知 χ2 分布是 Γ 分布的特例;
2. 若相互独立的 χ2 分布 ξ, η 自由度分别为 m,n, 则 ξ + η 服从 m+ n 的 χ2 分布;
3. 对相互独立且服从 N(0, 1) 的随机变量 ξ1, ..., ξn, 则 η = ξ21 + ...+ ξ2n 服从 χ2 分布;
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3.7 多元均匀分布

定义 3.7. 若 G ⊂ Rn 的正测有限区域, 则密度函数

p(x1, ..., xn) =


1

m(G)
, (x1, ..., xn) ∈ G;

0, (x1, ..., xn) /∈ G,

称为多元均匀分布.

3.8 多元正态分布

定义 3.8. 若 Σ = (σij) 是 n 阶正定矩阵, 设逆矩阵 Σ−1 = (γij). 设 µ = (µ1, ..., µn)
T 为任

意实值列向量, 则由密度函数

p(x1, ..., xn) =
1

(2π)n/2(detΣ)1/2
exp

(
−1

2

n∑
j,k=1

rjk(xj − µj)(xk − µk)

)

=
1

(2π)n/2(detΣ)1/2
exp

(
−1

2
(x− µ)TΣ−1(x− µ)

)
定义的分布为 n 元正态分布, 记为 N(µ,Σ).

命题 3.6 (性质). 1.(二元正态分布的典型分解) 二元正态分布密度函数 p(x, y) 有两个分解:

p(x, y) =
1√
2πσ1

exp
(
−(x− µ1)

2

2σ2
1

)
× 1

√
2πσ2

√
1− ρ2

exp

−

(
y −

(
µ2 + ρσ2

σ1
(x− µ1)

))2
2σ2

2(1− ρ2)


=

1√
2πσ2

exp
(
−(y − µ2)

2

2σ2
2

)
× 1

√
2πσ1

√
1− ρ2

exp

−

(
x−

(
µ1 + ρσ1

σ2
(y − µ2)

))2
2σ2

1(1− ρ2)

 .

2. 二元正态分布的边际密度函数: 为 p1(x) =
1√
2πσ1

exp
(
−(x− µ1)

2

2σ2
1

)
, 同理 p2(y) =

1√
2πσ2

exp
(
−(y − µ2)

2

2σ2
2

)
, 这就得知二元正态分布的边际分布也是正态分布 (反之不对);

3. 二元正态分布的条件分布仍然是正态分布;
4. 二元正态分布独立当且仅当 ρ = 0, 且独立当且仅当不相关;
5. 二元正态分布中 µ1, µ2 为其两个边际分布的数学期望, 而 σ1, σ2, ρ 构成协方差矩阵 σ2

1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2
2

 ;
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定理 3.1 (特征函数). 为 f(t) = exp
(
iµT t− 1

2
tTΣt

)
.

证明. 我们知道

f(t) =

∫
Rn

eit
Txp(x)dx

=
1

(2π)n/2(detΣ)1/2

∫
Rn

eit
Tx exp

(
−1

2
(x− µ)TΣ−1(x− µ)

)
dx,

设可逆矩阵 L 满足 Σ = LLT , 做变换 y = L−1(x − µ), 其逆变换为 x = Ly + µ, 设
s = LT t, 则 itTx = itTµ+ i(LT t)Ty, 故

itTx− 1

2
(x− µ)TΣ−1(x− µ) = iµT t− 1

2

n∑
k=1

(yk − isk)
2 − 1

2
tTΣt,

则

f(t) =

exp
(
iµT t− 1

2
tTΣt

)
(2π)n/2(detΣ)1/2

∫
Rn

exp
(
−1

2

n∑
k=1

(yk − isk)
2

)
(detΣ)1/2dy

= exp
(
iµT t− 1

2
tTΣt

)
,

得到结论.

定理 3.2. ξ 的任一子向量 (ξk1
, · · · , ξkm

)T 服从 N(µ̃, Σ̃), 其中 µ̃ = (µk1
, ..., µkm

), 且 Σ̃ 为

Σ 的 (k1, ..., km) 子式.

定理 3.3. 而 µ,Σ 是 ξ 的期望和协方差矩阵.

证明. 第一个显然, 第二个我们知道由柯西不等式知协方差存在, 则

Eξjξk =
1

i2
∂2f(t1, ..., tn)

∂tj∂tk

∣∣∣∣
ti=0

= σjk + µjµk,

则 E(ξj − µj)(ξk − µk) = Eξjξk − µjµk = σjk, 成立.

定理 3.4. ξ1, ..., ξn 相互独立当且仅当两两不相关.

证明. 若两两不相关, 则 j ̸= k 有 σjk = E(ξj − Eξj)(ξk − Eξk) = 0, 则特征函数

f(t1, ..., tn) = exp
(
iµT t− 1

2
tTΣt

)
=

n∏
k=1

fξk(tk),

故命题成立.
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定理 3.5. 若 ξ = (ξT1 , ξ
T
2 )

T , 且 Σ =

Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

 为其协方差矩阵, 其中 Σii 对应 ξi. 则

ξ1, ξ2 相互独立当且仅当 Σ12 = O.

证明. 若 ΣT
21 = Σ12 = O, 设 t = (tT1 , t

T
2 )

T , 则

f(t) = exp
(
iµT

1 t1 −
1

2
tT1 Σ11t

)
exp

(
iµT

2 t2 −
1

2
tT2 Σ22t

)
= fξ1

(t1)fξ2
(t2),

故命题成立.

定理 3.6. ξ = (ξ1, ..., ξn)
T 服从 N(µ,Σ) 当且仅当任一个线性组合 ζ =

∑n
j=1 ljξj 服从

N(
∑n

j=1 ljµj ,
∑

j,k ljlkσjk).

证明. 一方面, 取 t = ul, 代入特征函数得到结论; 另一方面, 特征函数与之前相同, 只需要
让 u = 1.

定理 3.7. ξ = (ξ1, ..., ξn)
T 服从 N(µ,Σ),取 mn矩阵 C,则 η = Cξ 服从 N(Cµ,CΣCT ).

证明. 考虑特征函数, 显然.

命题 3.7. 若 ξ ∼ N(µ,Σ), 其中 Σ 是 n 阶正定矩阵, 则 (ξ − µ)TΣ−1(ξ − µ) ∼ χ2
n.

证明. 存在可逆矩阵 L 使得 Σ = LLT , 则

(ξ − µ)TΣ−1(ξ − µ) = (ξ − µ)T (LLT )−1(ξ − µ) = ηTη,

其中 η = L−1(ξ − µ) 为均值为 0 的 n 维正态分布, 且协方差矩阵为 L−1Σ(LT )−1 = I, 故
其分量相互独立, 那么

(ξ − µ)TΣ−1(ξ − µ) = ηTη ∼ χ2
n,

得到结论.

定理 3.8. 若 ξ = (ξT1 , ξ
T
2 )

T , 且 Σ =

Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

 为其协方差矩阵, 其中 Σii 对应 ξi,

且 Eξ1 = µ1, Eξ2 = µ2, 则在给定 ξ1 = x1 下的 ξ2 的条件分布 N(µ2 + Σ21Σ
−1
11 (x1 −

µ1),Σ22 −Σ21Σ
−1
11 Σ12).

证明. 考虑变换

η1

η2

 =

 I O

−Σ21Σ
−1
11 I


ξ1

ξ2

, 计算得到 Eη1 = µ1, Eη2 = µ2 −

Σ21Σ
−1
11 µ1 且 Dη1 = Σ11, Dη2 = Σ22 − Σ21Σ

−1
11 Σ12. 不难得知变换之后的二者协方差

矩阵为零, 故 η1,η2 独立, 且变换的 Jacobian 是零, 则 Pξ(x1,x2) = Pη1
(y1)Pη2

(y2), 故
p(x2|ξ1 = x1) = pη2

(y2) = pη2
(x2 −Σ21Σ

−1
11 x1), 则得到结论.
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4 其他零散分布

4.1 Cauchy 分布

定义 4.1. 密度函数为 q(y) =
1

π

1

1 + y2
, y ∈ R 的分布为 Cauchy 分布.

命题 4.1 (Cauchy 分布的数字特征). (1) 数学期望不存在;
(2) 一般的 Cauchy 分布 1

π
λ

λ2+(x−µ)2
, λ > 0 的特征函数为 eiµt−λ|t|.

4.2 F 分布

定义 4.2. 相互独立的 χ2 分布 ξ, η 自由度分别为 m,n, 则随机变量 β =
nξ

mη
的密度函数

为

f(x;m,n) =


Γ
(
m+n

2

)
Γ
(
m
2

)
Γ
(
n
2

) (mn )m/2
xm/2−1(

1 + m
n
x
)(m+n)/2

, x > 0;

0, x ≤ 0,

称为 F 分布.

4.3 Rayleigh 分布
定义 4.3. 密度函数为

R(r) =


re−r2/2, r ≥ 0;

0, r < 0,

称为 Rayleigh 分布.
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5 常见反例

例 1 (相互独立和两两独立). (a)[两两独立不蕴含相互独立] 在正四面体上, 三个面分别写
上 A,B,C, 在第四个面上同时写上 A,B,C, 判断投一次后底面颜色. 发现 P (A) = P (B) =

P (C) = 1
2
, 且 P (AB) = P (BC) = P (AC) = 1

4
, 但 P (ABC) = 1

4
̸= 1

8
;

(b) 在正八面体上, 在第 1,2,3,4 面写上 A, 第 1,2,3,5 面写上 B, 第 1,6,7,8 面写上 C,
则 P (A) = P (B) = P (C) = 1

2
, 且 P (ABC) = 1

8
= P (A)P (B)P (C), 但 P (AB) = 3

8
≠ 1

4
=

P (A)P (B).

例 2 (相同随机变量组成不同函数也独立). 若 ξ, η 相互独立, 且 ξ, η ∼ N(0, 1), 则 ρ =√
ξ2 + η2, ϕ = arctan η

ξ
相互独立.

这是因为考虑极坐标 x = r cos t, y = r sin t, 则 r =
√
x2 + y2, t = arctan y

x
, 则 (ρ, ϕ)

的密度函数 q(r, t) = 1
2π
re−r2/2, r ≥ 0, 0 ≤ t ≤ 2π, 则 ρ 服从 Rayleigh 分布而 ϕ 服从均匀

分布. 独立.

例 3 (随机变量函数的独立性). 若 (ξ, η)服从联合密度函数 p(x, y) =


1+xy

4
, |x| < 1, |y| < 1,

0, 其他;

,

则 ξ, η 不独立, 但 ξ2, η2 相互独立.

例 4 (不相关不蕴含独立). 设 θ 服从 [0, 2π] 的均匀分布, 设 ξ = cos θ, η = cos(θ + a). 若
a = π

2
, 则不相关, 但 ξ2 + η2 = 1, 故不独立.
若 (ξ, η) 联合密度函数为 1

π
χx2+y2≤1, 则不相关也不独立.

例 5 (和的特征函数是特征函数的积不蕴含独立). 设 ξ 服从 Cauchy 分布且 η = ξ, 则其特
征函数满足 fξ+η(t) = fξ(t)fη(t), 但二者显然不独立.

例 6 (多元场合满足分布函数三条性质但不是分布函数). 考虑 F (x, y) = χx+y>0, 则其满足
非降性, 左连续性, 且 lim

x(y)→∞
F = 0, lim

x→+∞,y→+∞
F = 1, 但注意到 P (0 ≤ ξ ≤ 1, 0 ≤ η ≤

1) = F (1, 1)− F (1, 0)− F (0, 1) + F (0, 0) = −1, 这不可能. 但在一元场合下, 满足三条性质
一定是分布函数.
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