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Chapter 1

Fourier 级数级数基础

事实上我们在此考虑周期函数, 那么这和单位圆 S 1 上的函数密切相关, 事实上
定义 f : R→ R 为复合 θ 7→ F(eiθ), 这就自然出现了一个周期为 2π 的函数.

1.1 基础定义

定义 1.1.1. 在区间 [a, b](b − a = L) 上的可积函数 f , 定义其 n 次 Fourier 系数为

f̂ (n) =
1
L

∫ b

a
f (x)e−2πinx/Ldx,

而 f 的 Fourier 级数定义为
∞∑

n=−∞
f̂ (n)e2πinx/L.

记 an = f̂ (n), 则我们写为

f (x) ∼
∞∑

n=−∞
ane2πinx/L.

注 1.1.1. 事实上 Fourier 级数是三角级数的一部分, 其形如 ∑∞
n=−∞ cne2πinx/L, cn ∈ C, 若

对所有的 |n| > N 使得 cn = 0, 则称其为三角多项式, 其次数为 |n| 使 cn , 0 的最大值.

注 1.1.2. 我们记 f 的 Fourier级数∑∞
n=−∞ ane2πinx/L的部分和为 S N( f )(x) =

∑N
n=−N ane2πinx/L.
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1.2 Fourier 级数唯一性
定理 1.2.1. 设 f 是单位圆上的可积函数, 且满足对所有的 n ∈ Z 为 f̂ (n) = 0, 则
f (θ0) = 0, 其中 θ0 为 f 的连续点.

证明. 先考虑 f 取实值, 则我们不妨设 f 定义在 [−π, π], 且 θ0 = 0, f (0) > 0, 由于连续
性, 取 0 < δ < π

2 满足当 |t| < δ 时有 f (t) > f (0)
2 . 取 p(t) = ϵ + cos t, 其中 ϵ > 0 使得

|p(t)| < 1 − ϵ2 在 δ ≤ |t| ≤ π 成立. 再取 0 < η < δ 使得 p(t) ≥ 1 + ϵ2 对 |t| < η 成立. 最后,
定义 pk(t) = pk(t), 且取 M ≥ 0 使得 | f (t)| ≤ M.
一方面由于 f̂ (n) = 0, 则

∫ π
−π f (t)pk(t)dt = 0; 另一方面我们取 δ 使得 p(t), f (t) ≥ 0,

则有估计 ∫
η≤|t|<δ

f (t)pk(t)dt ≥ 0,

且有

∣∣∣∣∣∣
∫
δ≤|t|

f (t)pk(t)dt

∣∣∣∣∣∣ ≤ 2πM(1 − ϵ/2)k,

∫
|t|≤η

f (t)pk(t)dt ≥ 2η
f (0)
2

(1 + ϵ/2)k,

则得到

lim
k→∞

∫ π

−π
f (t)pk(t)dt = ∞,

这和条件矛盾, 故成立. 考虑复值, 取 f (t) = u(t) + iv(t), 则不难得到 u, v 满足题意, 故
成立. □

推论 1.2.1. 设 f 是单位圆上的连续函数, 且满足 ∑∞
n=−∞ | f̂ (n)| < ∞, 则 f 的 Fourier 级

数一致收敛于 f .

证明. 由于 ∑∞
n=−∞ | f̂ (n)| < ∞, 则定义 g(x) =

∑∞
n=−∞ f̂ (n)einx, 则 g(x) = limN→∞ S N( f )(x)

是连续的, 考虑 f − g, 则 ̂( f − g)(n) = 0, 运用定理则得到结论. □

推论 1.2.2. 设 f ∈ Ck(S 1), 则当 |n| → ∞ 有 f̂ (n) = O(1/|n|k).

证明. 运用 k 次分部积分, 我们得到

2π f̂ (n) =
1

(in)k

∫ 2π

0
f (k)(t)e−intdt,

则

2π|n|k| f̂ (n)| ≤
∣∣∣∣∣∣
∫ 2π

0
f (k)(t)e−intdt

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫ 2π

0
| f (k)(t)|dt ≤ C,
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则命题成立. □

注 1.2.1. (1) 由这个推论, 我们得知 f̂ ′(n) = in f̂ (n), 且如果 f ∼ ∑
aneint, 则不难得到

f (k) ∼ ∑
an(in)keint;

(2) 运用 Riemann-Lebesgue 引理, 我们可以加强为 f̂ (n) = o(1/|n|k).

1.3 卷积

定义 1.3.1. 考虑两个可积的 2π 周期函数 f , g, 在 [−π, π] 定义其卷积为

( f ∗ g)(x) =
1

2π

∫ π

−π
f (y)g(x − y)dy.

注 1.3.1. 定义 Dirichlet 核 DN(x) =
∑N

n=−N einx, 则不难证明 S N( f )(x) = ( f ∗ DN)(x).

命题 1.3.1. 设 f , g 是两个可积的 2π 周期函数, 则有
(i) f ∗ (g + h) = ( f ∗ g) + ( f ∗ h);
(ii) (c f ) ∗ g = c( f ∗ g) = f ∗ (cg);
(iii) f ∗ g = g ∗ f ;
(iv) ( f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h);
(v) f ∗ g ∈ C0[−π, π];
(vi) f̂ ∗ g(n) = f̂ (n)ĝ(n).

引理 1.3.1. 设 f 是在单位圆周上可积的函数,有上界 M,则存在连续函数列 { fk}∞k=1 在

单位圆上, 且 supx∈[−π,π] | fk(x)| ≤ M, 且 limk→∞
∫ π
−π | f (x) − fk(x)|dx = 0.

命题的证明. 我们只证明 (v). 首先考虑 f , g 连续的情况, 由 Cantor 引理, 闭区间上
连续函数必一致连续, 则对 ϵ > 0, 存在 δ > 0 使得当 |s− t| < δ 时有 |g(s)− g(t)| < ϵ, 则

|( f ∗ g)(s) − ( f ∗ g)(t)| = 1
2π

∣∣∣∣∣∫ π

−π
f (y)(g(s − y) − g(t − y))dy

∣∣∣∣∣
≤ 1

2π

∫ π

−π
| f (y)||g(s − y) − g(t − y)|dy ≤ ϵ

2π

∫ π

−π
| f (y)|dy ≤ Mϵ,

其中 | f (y)| ≤ M, 则命题对连续函数成立, 下面考虑可积函数.
由引理, 存在函数列 { fk}, {gk} 分别对 f , g 满足引理的条件, 而且我们知道

f ∗ g − fk ∗ gk = ( f − fk) ∗ g + fk(g − gk),
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考虑

|( f − fk) ∗ g| ≤ 1
2π

∫ π

−π
| f (x − y) − fk(x − y)||g(y)|dy

≤ 1
2π

sup
y
|g(y)|

∫ π

−π
| f (y) − fk(y)|dy→ 0(k → ∞),

另一个同理, 则 fk ∗ gk 一致收敛于 f ∗ g, 由于 fk ∗ gk 连续, 则得到 f ∗ g 也连续. 命题
成立. □

1.4 好核

定义 1.4.1. 一族核 {Kn(x)}∞n=1 定义在单位圆上, 称其为好核, 如果满足:
(i) 对所有的 n ≥ 1 满足 1

2π

∫ π
−π Kn(x)dx = 1;

(ii) 存在 M > 0 使得对所有的 n ≥ 1 满足
∫ π
−π |Kn(x)|dx ≤ M;

(iii) 对所有的 δ > 0 满足 limn→∞
∫
δ≤|x|≤π |Kn(x)|dx = 0.

定理 1.4.1. 设 {Kn(x)}∞n=1 为好核, 设 f 是圆上的可积函数, 则对 f 的连续点 x, 我们有

lim
n→∞

( f ∗ Kn)(x) = f (x),

如果 f 处处连续, 则极限是一致的.

证明. 由连续性我们得知对 ϵ > 0, 存在 δ > 0 使得当 |y| < δ 时有 | f (x − y) − f (x)| < ϵ.
另一方面, 由于 {Kn(x)} 是好核, 则存在 N > 0 使得当 n > N 时有

∫
δ≤|x|≤π |Kn(x)|dx < ϵ,

且假设 | f | ≤ M′, 故

|( f ∗ Kn)(x) − f (x)| = 1
2π

∣∣∣∣∣∫ π

−π
Kn(y)( f (x − y) − f (x))dy

∣∣∣∣∣ ≤ 1
2π

∫ π

−π
|Kn(y)|| f (x − y) − f (x)|dy

=
1

2π

∫
|y|<δ
|Kn(y)|| f (x − y) − f (x)|dy +

1
2π

∫
δ≤|y|≤π

|Kn(y)|| f (x − y) − f (x)|dy

<
ϵ

2π

∫
|y|<δ
|Kn(y)|dy +

M′

π

∫
δ≤|y|≤π

|Kn(y)|dy ≤ Mϵ
2π
+

M′ϵ
π
= Cϵ,

则命题成立. □



1.5. CESÀRO 和 ABEL 求和 9

注 1.4.1. 我们已经知道 S N( f )(x) = ( f ∗ DN)(x), 但遗憾的是 Dirichlet 核并不是好核,
我们下面来证明这个事情.

证明. 我们知道 DN(x) =
∑N

k=−N eikx =
sin((N+ 1

2 )x)
sin x

2
, 定义 LN =

1
2π

∫ π
−π |DN(x)|dx, 则

|DN(x)| =
| sin((N + 1

2 )x)|
| sin x

2 |
≥
| sin((N + 1

2 )x)|
| x2 |

=
2| sin((N + 1

2 )x)|
|x| ,

则

LN ≥
1
π

∫ π

−π

| sin((N + 1
2 )x)|

|x| dx
y=(N+ 1

2 )x
=========

2
π

∫ (N+ 1
2 )π

0

| sin y|
y

dy

=
2
π

∫ Nπ

1

| sin y|
y

dy + O(1) ≥ 2
π

∫ Nπ

1

sin2 y
y

dy + O(1)

=
2
π

∫ Nπ

1

1 − cos 2y
2y

dy + O(1) =
2
π

∫ Nπ

1

1
2y

dy + O(1)

=
1
π

log Nπ + O(1) =
1
π

log N + O(1),

则不难看出 Dirichlet 核不是好核. □

1.5 Cesàro 和 Abel 求和

定义 1.5.1. 设 sn =
∑n

k=0 ck, ck ∈ C, 考虑 σN =
s0+...+sN−1

N , 则称 σN 为级数
∑∞

k=0 ck 的第

N 个 Cesàro 和. 若 limN→∞ σN 存在趋于 σ, 称级数 ∑
cn 是 Cesàro 意义下收敛于 σ.

考虑 σN( f )(x) = S 0( f )(x)+...+S N−1( f )(x)
N 和第 N 个 Fejér 核 FN(x) = D0(x)+...+DN−1(x)

N , 我们
有 σN( f )(x) = ( f ∗ FN)(x), 我们还有:

引理 1.5.1. 我们有 FN(x) = 1
N

sin2(Nx/2)
sin2(x/2)

, 则 FN(x) 是好核.

证明. 那这个式子不难证明,考虑 NFN(x) = D0(x)+ ...+DN−1(x)和 eix 一系列等比求和

即可. 它是好核的前两条容易证明, 第三条考虑当 δ ≤ |x| ≤ π 时有 sin2(x/2) ≥ cδ > 0,
则 FN(x) ≤ 1/(Ncδ). □

定理 1.5.1. 如果 f 是圆上可积函数, 则对 f 的连续点, f 的 Fourier 级数在 Cesàro 求
和意义下收敛于 f (x).
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注 1.5.1. 这个定理说明在圆周上的连续函数可以被三角多项式一致逼近, 事实上我们
还有结论如下.

定理 1.5.2 (Weierstrass 逼近定理). 设 f 是有界闭区间 [a, b] 上的连续函数, 则对
ϵ > 0, 存在多项式 P 使得 supx∈[a,b] | f (x) − P(x)| < ϵ.

证明. 考虑到圆周上的连续函数可以被三角多项式一致逼近, 那么只需证明 eix 可以

被多项式一致逼近. 这是显然的, 因为 sin x, cos x ∈ Cω[a, b]. □

定义 1.5.2. 设 ∑∞
k=0 ck, ck ∈ C称为 Abel求和意义下收敛于 s,如果对任意的 0 ≤ r < 1,

级数 A(r) =
∑∞

k=0 ckrk 收敛, 且 limr→1 A(r) = s.

考虑 Poisson 核定义为 Pr(x) =
∑∞

n=−∞ r|n|einx, 那么考虑 f ∼ ∑∞
n=−∞ aneinx, 则定义

Ar( f )(x) =
∑∞

n=−∞ r|n|aneinx, 不难验证有 Ar( f )(x) = ( f ∗ Pr)(x).

引理 1.5.2. 对 0 ≤ r < 1, 我们有 Pr(x) = 1−r2

1−2r cos x+r2 , 则 Pr(x) 在当 r → 0 时是好核.

证明. 事实上 Poisson 核的等式和好核的前两条都容易验证, 而第三条只需考虑当
1/2 ≤ r < 1 和 δ ≤ |x| ≤ π 时有 1 − 2r cos x + r2 ≥ cδ > 0 即可. □

定理 1.5.3. 如果 f 是圆上可积函数, 则对 f 的连续点, f 的 Fourier 级数在 Abel 求和
意义下收敛于 f (x).

事实上收敛,Cesàro 可求和与 Abel 可求和有一系列关系:

定理 1.5.4. 考虑级数 ∑∞
k=0 ck, ck ∈ C, 则收敛蕴含 Cesàro 可求和,Cesàro 可求和蕴含

Abel 可求和. 反过来都有反例.

证明. 收敛蕴含 Cesàro 可求和即 Cauchy 问题的证明, 此处略去; 反之, 考虑 ck =

(−1)k, 则不难得到结论.
Cesàro 可求和蕴含 Abel 可求和: 假设级数 ∑∞

k=0 ck, ck ∈ C 是 Cesàro 可求和的,
我们不妨设其 Cesàro 和为 0, 则注意到

N∑
n=1

cnrn = (1 − r)
N∑

n=1

nσnrn + NσNrN+1,

取 N → ∞, 再 r → 1 即可. 反例取 ck = (−1)k−1k. □

下面我们考虑在第一类间断点的结果, 均考虑 Riemann 可积的 f .

命题 1.5.1. 设 f 在 t 处为第一类间断点, 则有 limr→1 Ar( f )(t) = 1
2 ( f (t+) + f (t−)).

证明. 这个我们只需注意到 1
2π

∫ 0

−π Pr(t)dt = 1
2π

∫ π
0

Pr(t)dt = 1
2 和定理 1.4.1 类似. □
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命题 1.5.2. 设 f 在 t 处为第一类间断点, 则 f 在 t 处的 Fourier 级数在 Cesàro 意义
下可求和于 1

2 ( f (t+) + f (t−)).

推论 1.5.1. 设 f 在 t 处为第一类间断点, 则 f 在 t 处的 Fourier 级数收敛, 则收敛于
1
2 ( f (t+) + f (t−)).
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Chapter 2

Fourier 级数的收敛性

2.1 Fourier 级数的平方平均收敛
那内积空间的定义我们已经在线性代数里面熟知, 我们列出几个重要结论.

命题 2.1.1. 考虑内积空间 (V, (, )), 则有
(a)(Pythagorean 定理) 若 X,Y 正交, 则 ‖X + Y‖2 = ‖X‖2 + ‖Y‖2;
(b)(Cauchy-Schwarz 不等式) 对任意的 X,Y ∈ V, 我们有 |(X,Y)| ≤ ‖X‖‖Y‖;
(c)(三角不等式) 对任意的 X,Y ∈ V, 我们有 ‖X + Y‖ ≤ ‖X‖ + ‖Y‖.

证明. (a) 展开 (X + Y, X + Y) 即可;
(b) 若 ‖Y‖ = 0, 则考虑 t ∈ R 有 0 ≤ ‖X + tY‖2 = ‖X‖2 + 2t<(X,Y), 若 <(X,Y) , 0,

则若 t → ±∞, 则必然矛盾, 故 <(X,Y) = 0. 对 ‖X + itY‖ 会同理得到 =(X,Y) = 0;
若 ‖Y‖ , 0, 设 c = (X,Y)/(Y,Y), 则验证得知 (X − cY)⊥Y, 对 X = X − cY + cY 用
Pythagorean 定理即可.

(c) 展开 (X + Y, X + Y), 对交叉项整体用 Cauchy-Schwarz 不等式即可. □

例 2.1.1. 考虑线性空间 ℓ2(Z) = {(..., a−n, ..., a−1, a0, a1, ..., an, ...) : an ∈ C,
∑

n∈Z |an|2 < ∞},
取向量 A = (..., a−1, a0, a1, ...) 和 B = (..., b−1, b0, b1, ...), 定义内积为 (A, B) =

∑
n∈Z anbn,

那事实上这是个完备的内积空间, 即 Hilbert 空间.

例 2.1.2. 考虑在 [0, 2π] 上的复值 Riemann 可积函数构成的线性空间 R, 取 f , g ∈ R,
定义内积为 ( f , g) = 1

2π

∫ 2π

0
f (t)g(t)dt, 那我们发现这个线性空间严格意义上来说不构成

13
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内积空间, 这是因为 ‖ f ‖ = 0 得不到 f = 0, 只能得到几乎处处的结果, 那我们事实上
考虑一个等价关系 f ∼ g⇔

∫ 2π

0
| f (t) − g(t)|dt = 0, 则可以消除这个隐患.

那我们考虑线性空间 R 内, 事实上假设 en(t) = eint, 则不难证明 (en, em) = δmn. 另
一方面我们有 ( f , en) = f̂ (n). 我们考虑 S N( f ) =

∑
|n|≤N anen, 则不难得知对任意的复数

bn, 我们有 ( f −∑
|n|≤N anen)⊥∑

|n|≤N bnen.

命题 2.1.2. 取 f ∈ R, 设 f ∼ ∑
aneinx, 则

(i) 我们有 ‖ f ‖2 = ‖ f − S N( f )‖2 +∑
|n|≤N |an|2;

(ii)(最佳逼近) 对任意复数 cn, 我们有 ‖ f − S N( f )‖ ≤ ‖ f −∑
|n|≤N cnen‖, 等号当且仅

当 cn = an 成立.

证明. (i)根据上面的讨论,我们只需注意到 ( f−∑|n|≤N anen)⊥∑
|n|≤N anen,用 Pythagorean

定理和 ‖∑|n|≤N anen‖2 =
∑
|n|≤N |an|2;

(ii) 对等式 f −∑
|n|≤N cnen = f − S N( f ) +

∑
|n|≤N bnen 用 Pythagorean 定理即可. □

定理 2.1.1. 设 f (x) 是圆周上的 Riemann 可积函数, 且 f ∼ ∑∞
n=−∞ aneinx, 则有 Fourier

级数的平方平均收敛

lim
N→∞

1
2π

∫ 2π

0
‖ f (x) − S N( f )(x)‖2dx = 0.

证明. 若 f 连续, 则对任意的 ϵ > 0, 存在三角多项式 P 使得 | f − P| < ϵ, 由最佳逼近
得到 ‖ f (x) − S N( f )(x)‖ < ϵ.

若 f 只是可积, 则我们可以选取连续函数 g 满足 supx∈[0,2π] |g| ≤ supx∈[0,2π] | f | = M

且
∫ 2π

0
| f (x) − g(x)|dx < ϵ, 则我们有

‖ f − g‖2 = 1
2π

∫ 2π

0
| f (x) − g(x)|2dx

≤ M
π

∫ 2π

0
| f (x) − g(x)|dx ≤ Cϵ2,

然后存在三角多项式 P 使得 ‖g − P‖ < ϵ, 则得到 ‖ f − P‖ < C′ϵ, 然后用最佳逼近则得
到结论. □

注 2.1.1. (1)(Parseval等式)若 f ∼ ∑
aneinx,则用定理和 ‖ f ‖2 = ‖ f−S N( f )‖2+∑|n|≤N |an|2

得
∑∞

n=−∞ |an|2 = ‖ f ‖2;
(2)(Bessel不等式)对任意的正交族 {en},设 ( f , en) = an,已知 ‖ f ‖2 = ‖ f −S N( f )‖2+∑

|n|≤N |an|2, 则得到
∑∞

n=−∞ |an|2 ≤ ‖ f ‖2, 则不难看出 Parseval 等式是 Bessel 不等式的一
种取等情况.
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定理 2.1.2 (Riemann-Lebesgue 引理). 若 f 在圆周上可积, 则 lim|n|→∞ f̂ (n) = 0.

证明. 由 Bessel 不等式或 Parseval 等式知级数 ∑∞
n=−∞ | f̂ (n)|2 收敛, 则成立. □

引理 2.1.1. 设 F,G 在圆周上可积, 且 F ∼ ∑
aneinx,G ∼ ∑

bneinx, 则

1
2π

∫ 2π

0
F(x)G(x)dx =

∞∑
n=−∞

anbn.

证明. 我们熟知 Hermite空间内有 (F,G) = 1
4 (‖F+G‖2−‖F−G‖2+i(‖F+iG‖2−‖F−iG‖2))

和 Parseval 等式即可. □

2.2 Fourier 级数的逐点收敛基础理论
定理 2.2.1. 假设 f 在圆周上可积, 且在 t0 点可微, 则 limN→∞ S N( f )(t0) = f (t0).

证明. 令 F(t) = f (t0−t)− f (t0)
t , t , 0, |t| ≤ π, 且 F(0) = − f ′(t0). 由可微性不难得知 F 在

[−π, π] 上 Riemann 可积, 则

S N( f )(t0) − f (t0) = ( f ∗ DN)(t0) − f (t0) =
1

2π

∫ π

−π
f (t0 − t)DN(t)dt − f (t0)

=
1

2π

∫ π

−π
( f (t0 − t) − f (t0))DN(t)dt =

1
2π

∫ π

−π
F(t)tDN(t)dt,

而我们知道 tDN(t) = t
sin(t/2) sin((N+1/2)t),且 t

sin(t/2) 在 [−π, π]上连续,那么展开 sin((N+
1/2)t), 用 Riemann-Lebesgue 引理知命题成立. □

注 2.2.1. 将条件改成 Lipschitz 条件, 或者 α = 1 的 Hölder 条件均成立.

定理 2.2.2. 设 f , g 是圆周上的可积函数, 如果对某个 t0, 存在开区间 I 3 t0 使得

f (t) = g(t), t ∈ I, 则 limN→∞(S N( f )(t0) − S N(g)(t0)) = 0.

推论 2.2.1. 设 f ∈ Ck(S 1), 则当 |n| → ∞ 有 f̂ (n) = o(1/|n|k).

证明. 运用 k 次分部积分, 我们得到

2π f̂ (n) =
1

(in)k

∫ 2π

0
f (k)(t)e−intdt,
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则由 Riemann-Lebesgue 引理知

2π|n|k| f̂ (n)| ≤
∣∣∣∣∣∣
∫ 2π

0
f (k)(t)e−intdt

∣∣∣∣∣∣→ 0,

则命题成立. □

2.3 Fourier 系数反问题

事实上由 Riemann-Lebesgue 引理, 我们知道如果 f 可积, 则 f̂ (n) → 0, 那考虑
反问题, 是否对任何趋于零的序列 {an} 都是某个可积函数的 Fourier 系数呢?
假设 f 在单位圆可积, 且 f̂ (0) = 0, 考虑 F(x) =

∫ x

0
f (t)dt, 则 F 连续且周期为 2π.

命题 2.3.1. 设 f 在单位圆可积, 且 f̂ (0) = 0, 则连续周期函数 F(x) =
∫ x

0
f (t)dt 有

F̂(k) =


− 1

2π

∫ 2π

0
x f (x)dx, k = 0

1
ik f̂ (k), k , 0

证明. 这由 Fubini 定理不难计算得到. □

那么考虑 Fejér 核 FN , 则不难得知 limN→∞(FN ∗ F)(x) ⇒ F, 而且 (FN ∗ F)(x) =∑
|k|≤N

(
1 − |k|N

)
F̂(k)eikx, 则

(FN ∗ F)(x) =
∑
|k|≤N

(
1 − |k|

N

)
F̂(k)

= − 1
2π

∫ 2π

0
x f (x)dx − i

∑
1≤|k|≤N

f̂ (k)
k
+

i
N

∑
1≤k≤N

f̂ (k) − i
N

∑
−N≤k≤1

f̂ (k),

那么令 N → ∞, 且 F(0) = 0, 我们得到

lim
N→∞

 ∑
1≤|k|≤N

f̂ (k)
k

 = i
2π

∫ 2π

0
x f (x)dx,
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这表明这样的 { ĥ(k)
k } 有这种可求和性.

命题 2.3.2 (Fatou). 定义数列 {ak} 为

ak =



0, |k| ≤ 1

1
2i log k , k ≥ 2

−1
2i log |k| , k ≤ −2

则不存在圆周上可积的函数 f 使得 ak = f̂ (k).

证明. 我们发现

i
2π

∫ 2π

0
x f (x)dx =

∑
1≤|k|≤N

ak

k
=

1
i

∑
2≤k≤N

1
k log k

∼ 1
i

log log N → ∞,

矛盾! □

2.4 du Bois-Reymond 反例及 Fourier 级数收敛著名结论
命题 2.4.1 (du Bois-Reymond). 存在 f ∈ C0(S 1) 使得 {S N( f )(x)}N≥1 在 x = 0 处发散.

证明. 不难证明 |∑1≤|k|≤N
eikx

k | ≤ C, 我们定义波包函数 WK(x) = ei(2K)x ∑
1≤|k|≤K

eikx

k 和

W−
K(x) = ei(2K)x ∑

−K≤k≤−1
eikx

k , 则不难得知如果 n < [K, 3K], 则 ŴK(n) = 0, 而如果 n <
[K, 2K], 则 Ŵ−

K(n) = 0. 那我们依次选取 Kℓ 使得 Kℓ > 3Kℓ−1, 这样使得 WK(x),W−
K(x)

在频率空间上面的支集两两不相交.
现在我们知道级数 f (x) =

∑∞
ℓ=1

1
ℓ2

WKℓ (x) 一致收敛, 则 f 连续. 考虑部分和

S 2Kℓ0
( f )(x) =

1
ℓ20

W−
Kℓ0

(x) +
ℓ0−1∑
ℓ=1

1
ℓ2

WKℓ (x),

由于 WKℓ (x) 有界, 则后面那一项有界, 我们只考虑第一项. 事实上

1
ℓ20

W−
Kℓ0

(0) =
1
ℓ20

−Kℓ0∑
k=−1

1
k
∼ log(Kℓ0 )

ℓ20
,
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取 Kℓ = 3ℓ
3 , 则发散. □

定理 2.4.1. 给定单位圆上的可积函数 f 和一点 x0, 若满足 f 在 x0 处的左右极限存

在, 且存在 δ > 0 使得 |
∫ δ

0
| f (x0−t)− f−(x0)|

t dt| + |
∫ δ

0
| f (x0+t)− f+(x0)|

t dt| < ∞, 则 {S N( f )(x)} 在 x0

收敛, 且收敛于 f+(x0)+ f−(x0)
2 .

证明. 注意到

S N( f )(x0) − f+(x0) + f−(x0)
2

=
1

2π

∫ π

−π
DN(y)( f (x0 − y) − 1

2
( f−(x0) + f+(x0)))dy

=
1

2π

∫ π

0
DN(y)( f (x0 − y) − f−(x0) + f (x0 + y) − f+(x0))dy

=
1

2π

∫ π

0
sin((N + 1/2)y)

y
sin((1/2)x)

f (x0 − y) − f−(x0) + f (x0 + y) − f+(x0)
y

dy,

运用 Riemann-Lebesgue 定理即可. □

推论 2.4.1. 设 f 在单位圆上分段一阶连续可导, 则对任意的 x0, 都有 {S N( f )(x)} 在 x0

收敛, 且收敛于 f+(x0)+ f−(x0)
2 .

定理 2.4.2 (Dini). 给定单位圆上的可积函数 f 和一点 x0, 若满足

∣∣∣∣∣∫ π

0

| f (x0 − t) + f (x0 + t) − 2 f (x0)|
t

dt
∣∣∣∣∣ < ∞,

则 {S N( f )(x)} 在 x0 收敛, 且收敛于 f (x0).

证明. 和上述定理类似, 留作练习. □

推论 2.4.2. 对 α ∈ (0, 1], 设 f 在单位圆上是 α-Hölder 连续的, 则对任意的 x0, 都有
{S N( f )(x)} 在 x0 收敛, 且收敛于 f (x0).

证明. 运用 α-Hölder 连续的定义验证 Dini 定理的条件, 并用之. □

注 2.4.1. 这个推论的收敛不一定一致, 但是事实上当 α > 1
2 时, 是一致的.



Chapter 3

Fourier 级数级数的应用——等分

布问题

定义 3.0.1. 考虑数列 ξn ∈ [0, 1) 称为等分布的, 如果对任意的 (a, b) ∈ [0, 1) 都有

lim
N→∞

|{1 ≤ n ≤ N : ξn ∈ (a, b)}|
N

= b − a.

命题 3.0.1. 如果 ξn ∈ [0, 1) 等分布, 则在其中稠密. 反之不行.

证明. 反证法,如果不稠密,则存在 (a, b) ∈ [0, 1)使得 {ξn}∩(a, b) = ∅,则 |{1≤n≤N:ξn∈(a,b)}|
N =

0, 矛盾. 反之, 我们考虑 {rn}∞n=1 为 [0, 1) 中有理数的任意排列, 那我们取当 n 为偶数
时 ξn = rn/2, 当 n 是奇数时 ξn = 0. 毫无疑问 {ξn} 是稠密的, 但不是等分布的. □

例 3.0.1. 对有理数 q, 数列 {{kq}}∞k=1 不等分布.

引理 3.0.1. 设 f 是连续周期为 1 的函数, 设 γ 是无理数, 则

lim
N→∞

1
N

N∑
n=1

f (nγ) =
∫ 1

0
f (x)dx.

19
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证明. 我们首先假设 f = e2πikx, 那么不难得知
∫ 1

0
f (x)dx = 0, 且 1 , e2πikγ, 有

lim
N→∞

1
N

N∑
n=1

f (nγ) = lim
N→∞

e2πikγ

N
1 − e2πikNγ

1 − e2πikγ = 0,

故成立, 则不难得知若 f 是三角多项式的话, 命题也成立.
取 ϵ > 0,考虑 f 是连续周期为 1的函数,存在三角多项式 P使得 sup | f (x)−P(x)| <

ϵ, 那么对足够大的 N, 我们有

∣∣∣∣∣∣∣ 1
N

N∑
n=1

P(nγ) −
∫ 1

0
P(x)dx

∣∣∣∣∣∣∣ < ϵ,
那么我们有

∣∣∣∣∣∣∣ 1
N

N∑
n=1

f (nγ) −
∫ 1

0
f (x)dx

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ 1
N

N∑
n=1

| f (nγ) − P(nγ)| +
∣∣∣∣∣∣∣ 1
N

N∑
n=1

P(nγ) −
∫ 1

0
P(x)dx

∣∣∣∣∣∣∣
+

∫ 1

0
|P(x) − f (x)|dx < 3ϵ,

故命题成立. □

考虑 {{nγ}}∞n=1 的等分布问题相当于考虑 limN→∞
1
N

∑N
n=1 χ(a,b)(nγ) =

∫ 1

0
χ(a,b)(x)dx,

而通过实分析的学习我们知道建立积分论的时候是从集合的测度过渡到简单函数, 再
过渡到一般的可积函数, 由此我们考虑上述引理.

定理 3.0.1. 若 γ 是无理数, 则 {{nγ}}∞n=1 在 [0, 1) 上等分布.

证明. 考虑连续周期为 1 的函数 f +ϵ , f −ϵ 逼近 χ(a,b)(x) 如图所示

那么 f −ϵ ≤ χ(a,b)(x) ≤ f +ϵ , 且 b − a − 2ϵ ≤
∫ 1

0
f −ϵ (x)dx,

∫ 1

0
f +ϵ (x)dx ≤ b − a + 2ϵ.

我们设 S N =
1
N

∑N
n=1 χ(a,b)(nγ), 则 1

N

∑N
n=1 f −ϵ (nγ) ≤ S N ≤ 1

N

∑N
n=1 f +ϵ (nγ). 那么我们有

b − a − 2ϵ ≤ lim infN→∞ S N ≤ lim supN→∞ S N ≤ b − a + 2ϵ, 则命题成立. □
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推论 3.0.1. 设 f 是可积周期为 1 的函数, 设 γ 是无理数, 则

lim
N→∞

1
N

N∑
n=1

f (nγ) =
∫ 1

0
f (x)dx.

证明. 考虑 fU(x) = supx j−1≤y≤x j
f (y), x ∈ [x j−1, x j] 和 fL(x) = infx j−1≤y≤x j f (y), x ∈ [x j−1, x j],

对二者用定理即可. □

定理 3.0.2 (Weyl 等分布判别准则). 实数 {ξn}∞n=1 在 [0, 1) 上等分布当且仅当对任意整
数 k , 0 都有

lim
N→∞

1
N

N∑
n=1

e2πikξn = 0.
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Chapter 4

R 上的 Fourier 变换

4.1 Fourier 变换基础
定义 4.1.1. 定义在 R 上的函数称之为适度减少的, 如果 f 是连续的, 且存在 A > 0 使
得 | f (x)| ≤ A

1+x2 对所有 x ∈ R 上成立.

注 4.1.1. 1. 我们记 M(R) 是 R 上适度减少的函数组成的线性空间;
2. 事实上可以定义成 | f (x)| ≤ A

1+x1+ϵ , ϵ > 0, 这里取 ϵ = 1 只是为了方便.

现在考虑 f ∈ M(R),定义
∫
R

f (x)dx = limN→∞
∫

[−N,N]
f (x)dx.假设 IN =

∫
[−N,N]

f (x)dx,
不难证明 {IN} 是 Cauchy 列, 则也得到 limN→∞

∫
|x|≥N

f (x)dx = 0.

命题 4.1.1. 对于 M(R) 中函数的积分
∫
R
满足线性, 平移不变性和连续性.

定义 4.1.2. 设 f ∈ M(R), 对 ξ ∈ R, 定义其 Fourier 变换为

f̂ (ξ) =
∫
R

f (x)e−2πixξdx.

命题 4.1.2. 设 f ∈ M(R), 则 f̂ 连续且 lim|ξ|→∞ f̂ (ξ) = 0.

证明. 考虑 | f̂ (ξ′) − f̂ (ξ)| ≤
∫
R
| f (x)||e−2πixξ′ − e−2πixξ |dx, 由 e−2πixξ 连续和 f ∈ M(R), 不难

得知连续性. 另一方面注意到 f̂ (ξ) = 1
2

∫
R
( f (x) − f (x − 1/(2ξ)))e−2πixξdx 和 f 一致有界

性得到结论. □

23
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定义 4.1.3. 定义 R上的 Schwartz空间 S(R)是包含所有无穷可微,且 supx∈R |x|k| f (ℓ)(x)| <
∞ 对所有的 k, ℓ ≥ 0 成立 (称为速降函数).

注 4.1.2. 不难证明 S(R) 是复线性空间, 且如果 f ∈ S(R), 则 f ′(x), x f (x) ∈ S(R).

例 4.1.1. (1) Gauss 函数定义为 f (x) = e−x2 , 且 f (x) ∈ S(R);
(2) Bump 函数也在 S(R) 内.

注 4.1.3. 在此笔记中我们把 F [ f (x)](ξ) := f̂ (ξ) 记为 f (x) 的 Fourier 变换.

命题 4.1.3. 设 f ∈ S(R), 则
(1) 设 h ∈ R, 则 F [ f (x + h)](ξ) = f̂ (ξ)e2πihξ;
(2) 设 h ∈ R, 则 F [ f (x)e−2πixh](ξ) = f̂ (ξ + h);
(3) 设 δ > 0, 则 F [ f (δx)](ξ) = δ−1 f̂ (δ−1ξ);
(4) 我们有 F [ f ′(x)](ξ) = 2πiξ f̂ (ξ);
(5) 我们有 F [−2πix f (x)](ξ) = d f̂ (ξ)

dξ .

证明. (1)(2)(3) 显然,(4) 用分部积分显然, 下面考虑 (5).
对 ϵ > 0, 则存在 N 使得

∫
|x|≥N
| f (x)|dx ≤ ϵ 且

∫
|x|≥N
|x f (x)|dx ≤ ϵ, 且对 |x| ≤ N, 存

在 h0 使得当 |h| < h0 时有 | e
−2πixh−1

h + 2πix| ≤ ϵ
N , 则

∣∣∣∣∣∣ f̂ (ξ + h) − f̂ (ξ)
h

− ̂(−2πix f )(ξ)

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
∫
R

f (x)e−2πixξ
(
e−2πixh − 1

h
+ 2πix

)
dx

∣∣∣∣∣∣
≤

∫
[−N,N]

∣∣∣∣∣∣ f (x)e−2πixξ
(
e−2πixh − 1

h
+ 2πix

)∣∣∣∣∣∣ dx +Cϵ ≤ C′ϵ,

则命题成立. □

推论 4.1.1. 若 f ∈ S(R), 则 f̂ ∈ S(R).

接下来考虑 Gauss函数 f (x) = e−ax2 ,为了方便,我们取 a = π,则显然
∫
R

e−πx2
dx =

1. 而且我们还有

定理 4.1.1. 若 f (x) = e−πx2 , 则 f̂ (ξ) = f (ξ).

证明. 考虑 f ′(x) = −2πx f (x), 我们用上面的性质不难得到 ( f̂ )′(ξ) = −2πξ f̂ (ξ), 从而得
到结论. □

现在考虑 Kδ(x) = δ−1/2e−πx2/δ, 当 δ→ 0, 不难验证这是一族好核.

推论 4.1.2. 若 f ∈ S(R), 则 limδ→0( f ∗ Kδ)(x)⇒ f (x).



4.1. FOURIER 变换基础 25

证明. 不难证明 f 在 R 上一致连续, 则对 ϵ > 0, 存在 η > 0 使得当 |x − y| < η 时有
| f (x) − f (y)| < ϵ, 则由于 Kδ 是好核, 且 f 一致连续, 则

|( f ∗ Kδ)(x) − f (x)| =
∣∣∣∣∣∫
R

Kδ(t)( f (x − t) − f (x))dt
∣∣∣∣∣

≤
(∫
|t|>η

) (∫
|t|≤η

)
Kδ(t)| f (x − t) − f (x)|dt < Cϵ,

则命题成立. □

命题 4.1.4 (乘积原理). 若 f , g ∈ S(R), 则
∫
R

f (x)ĝ(x)dx =
∫
R

f̂ (x)g(x)dx.

证明. 考虑函数 F(x, y) = f (x)g(y)e−2πixy 和 F1(x) = f (x)ĝ(x), F2(x) = f̂ (x)g(x), 然后用
Fubini 定理即可得到结论. □

定理 4.1.2 (Fourier 反演). 若 f ∈ S(R), 则

f (x) =
∫
R

f̂ (ξ)e2πixξdξ.

证明. 考虑 Gδ(x) = e−πδx
2 , 则 Ĝδ(ξ) = Kδ(ξ), 由乘积原理得到

( f ∗ Kδ)(0) =
∫
R

f (x)Kδ(x)dx =
∫
R

f̂ (ξ)Gδ(ξ)dξ,

则取 δ→ 0, 则得到 f (0) =
∫
R

f̂ (ξ)dξ. 那把这个运用在 F(y) = f (y + x), 则得到

f (x) = F(0) =
∫
R

F̂(ξ)dξ =
∫
R

f̂ (ξ)e2πixξdξ,

则得到结论. □

注 4.1.4. 事实上得到映射 F : S(R) → S(R) 为 f 7→
∫
R

f (x)e−2πixξdx 和 F ∗ : S(R) →
S(R) 为 g 7→

∫
R

g(x)e2πixξdξ, 则 F ◦F ∗ = id,F ∗ ◦F = id, 则 Fourier 变换 F 是双射,
其逆变换 F ∗ 由 Fourier 反演给出.

命题 4.1.5. 若 f , g ∈ S(R), 则
(i) f ∗ g ∈ S(R);
(ii) f ∗ g = g ∗ f ;
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(iii) ( f̂ ∗ g)(ξ) = f̂ (ξ)ĝ(ξ).

证明. (i) 考虑到 supx |x|k|g(x − y)| ≤ Ak(1 + |y|)k, 则 supx |xk||( f ∗ g)(x)| ≤ Ak

∫
R
| f (y)|(1 +

|y|k)dy ≤ Mk, 则对
(

d
dx

)ℓ
g 用这个, 我们得到

sup
x
|x|k

∣∣∣∣∣∣∣
(

d
dx

)ℓ
( f ∗ g)(x)

∣∣∣∣∣∣∣ = sup
x
|x|k

∣∣∣∣∣∣∣
 f ∗

(
d
dx

)ℓ
g
 (x)

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ Mk,ℓ,

则 (i) 成立.
(ii) 这显然;
(iii)考虑 F(x, y) = f (y)g(x−y)e−2πixξ和 F1(x) = ( f ∗g)(x)e−2πixξ, F2(x) = f (y)e−2πiyξĝ(ξ)

用 Fubini 则得到
∫

F1 =
∫

F2, 得到结论. □

那我们现在给 Schwartz 空间 S(R) 赋予 Hermite 内积 ( f , g) =
∫
R

f (x)g(x)dx, 关
联范数 ‖ f ‖ =

(∫
R
| f (x)|2dx

)1/2
. 则有

定理 4.1.3 (Plancherel). 若 f ∈ S(R), 则 ‖ f̂ ‖ = ‖ f ‖.

证明. 定义 F(x) = f (−x), 则

F̂(ξ) =
∫
R

F(x)e−2πixξdx =
∫
R

f (−x)e2πixξdx = f̂ (ξ),

考虑 h = ( f ∗ F)(x), 则 h(0) =
∫
R
| f (x)|2dx, 且

ĥ(ξ) =
∫
R

(∫
R

f (t)F(x − t)dt
)

e−2πixξdx =
∫
R2

f (t)e−2πitξ
F(x − t)e−2πi(x−t)ξdxdt

=

∫
R2

f (t)e−2πitξ
F(u)e−2πiuξ det


1 1

0 1

 dudt = f̂ (ξ) f̂ (ξ) = | f̂ (ξ)|2,

则由 Fourier 反演我们得到

‖ f ‖ = f (0) =
∫
R

ĥ(ξ)dξ =
∫
R

| f̂ (ξ)|2dξ = ‖ f̂ ‖,

从而得到结论. □
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注 4.1.5. 可以把上面的卷积性质, 乘积原理, Fourier 反演和 Plancherel 定理推广到
M(R), 这就把适用范围拓广.

4.2 Poisson 可求和定理
考虑 f ∈ S(R), 定义 F1(x) =

∑
n∈Z f (x + n), 由于 f 速降, 则 F1 绝对收敛, 且在闭

区间上一致收敛, 则其连续. 不难得知 F1(x) 的周期为 1, 我们称 F1 是 f 的周期化.
另一方面,考虑 Fourier反演 f (x) =

∫
R

f̂ (ξ)e2πixξdξ的离散形式 F2(x) =
∑

n∈Z f̂ (n)e2πinx,
这也是周期为 1 的函数.

定理 4.2.1 (Poisson 可求和定理). 若 f ∈ S(R), 则

∑
n∈Z

f (x + n) =
∑
n∈Z

f̂ (n)e2πinx.

证明. 注意到

∫ 1

0

∑
n∈Z

f (x + n)

 e−2πimxdx =
∑
n∈Z

∫ 1

0
f (x + n)e−2πimxdx

=
∑
n∈Z

∫ n+1

n
f (y)e−2πimydy =

∫
R

f (y)e−2πimydy = f̂ (m),

则二者 Fourier 系数相等, 故结论成立. □

注 4.2.1. 那是事实这个定理也推广到 M(R).
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