
ODE 复习

刘晓龙

问题 1 (张祥 P20 页例). 设 f(y) 在 |y − a| ≤ σ, 且 y = a 为 f(y) 唯一零点, 则微
分方程 y′(x) = f(y) 从 y = a 上每一点出发的解都唯一当且仅当

∣∣∣∫ a±σ

a
dy
f(y)

∣∣∣ = ∞.

解答. 考虑必要性, 取 (x0, y0) 是 0 < |y − a| < σ 中的任一点, 不妨设 y0 > a, 则由
Peano 定理知过 (x0, y0) 必有一个解 ϕ(x), 由于 y = a 为 f(y) 唯一零点, 则不妨设
y ∈ (a, a + σ) 上有 f(y) > 0, 则 ϕ(x) 随着 x 从 x0 减小而减小. 但是过 y = a 上每

一点出发的解都唯一, 则 x 减小的过程中 ϕ(x) > a, 那设 b = lim
x→−∞

ϕ(x) ≥ a, 则不难

得知
∫ y0

b
dy
f(y)

=
∫ x0

−∞
y′(x)
f(y)

dx =
∫ x0

−∞ dx = ∞, 则
∫ a+σ

a
dy
f(y)

= ∞, 则得到结论.
考虑充分性, 假设方程过 (x0, a) 有另一个解 ψ(x), 则有两个解 y = a, y = ψ(x),

那么存在 x1 ∈ J 使得 y1 = ψ(x1) ∈ (a − σ) ∪ (a + σ), 则有
∣∣∣∫ y1

a−σ
dy
f(y)

∣∣∣ < ∞ 或者∣∣∣∫ a+σ

y1

dy
f(y)

∣∣∣ <∞, 则有 ∞ =
∣∣∣∫ y1

a
dy
f(y)

∣∣∣ = ∣∣∣∫ x1

x0
dx

∣∣∣ <∞, 矛盾.

定理 1 (一阶线性微分方程解). 方程 y′ + p(x, λ)y = q(x, λ) 的通解为

y(x, λ, c) = e−
∫
p(x,λ)dx

(
C +

∫
q(x, λ)e

∫
p(x,λ)dxdx

)
.

方程 y′ + p(x)y = q(x) 的通解的定积分形式为

y(x) = Ce
−

∫ x
x0

p(t)dt
+

∫ x

x0

q(s)e−
∫ x
s

p(t)dtds.

问题 2 (丁同仁习题 2.3.3). 设 y = φ(x) 满足微分不等式 y′ + a(x)y ≤ 0, (x ≥ 0), 求
证 φ(x) ≤ φ(0)e−

∫ x
0

a(s)ds.

解答. 考虑不等式 φ′(x)+a(x)φ(x) ≤ 0,得到 φ′(x)e
∫ x
0

a(s)ds+a(x)φ(x)e
∫ x
0

a(s)ds ≤ 0,
两边对 0 到 x 积分即可.
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问题 3 (丁同仁习题 2.3.5). 考虑方程 y′ + p(x)y = q(x), 其中 p, q 以 ω > 0 为周期

的连续函数. 证明:
(1) 若 q(x) ≡ 0, 则方程的非零解以 ω 为周期当且仅当 p = 1

ω

∫ ω

0
p(x)dx = 0;

(2) 若 q(x) 不恒为零, 则方程有唯一的 ω 周期解当且仅当 p ̸= 0.

解答. (1) 解为 ϕ(x) = Ce
−

∫ x
x0

p(t)dt, 考虑 ϕ(x+ ω) = ϕ(x) 即可;
(2) 考虑通解 ϕ(x) = Ce

−
∫ x
x0

p(t)dt
+
∫ x

x0
q(s)e−

∫ x
s

p(t)dtds, 我们只需要选取 c 使得

ϕ(x + ω) = ϕ(x). 根据下面的引理, 我们只需考虑 ϕ(ω) = ϕ(0) 即可解出这样唯一的

c, 然后不难看出 c 存在当且仅当 p ̸= 0.

问题 4 (周期解的一个引理). 考虑方程 y′ + p(x)y = q(x), 其中 p, q 以 ω > 0 为周期

的连续函数, 则解 ϕ(x) 以 ω 为周期当且仅当存在某个点 a 使得 ϕ(a) = ϕ(a+ ω).

解答. 只需考虑存在某个点 a 使得 ϕ(a) = ϕ(a + ω) 的情况. 由于 p, q 以 ω > 0 为

周期的连续函数, 则显然 ϕ(x + ω) 也是一个解, 那么 u(x) = ϕ(x + ω) − ϕ(x) 为

y′ + p(x)y = 0 满足初值条件 y(a) = 0 的解. 不难得知此方程的解要么恒为零, 要么
恒不为零, 则 u(x) = 0.

问题 5 (丁同仁习题 2.3.6). 连续函数 f(x) 在 R 上有界, 证明方程 y′ + y = f(x) 在

R 上有唯一有界解.

解答. 解为 ϕ = Ce−x +
∫ x

0
f(s)es−xds, 由于 f 有界, 则 ϕ 有界当且仅当 C =∫ 0

−∞ f(s)esds.

问题 6 (丁同仁习题 2.3.7). 考虑 H0 = {f(x) ∈ C0 : f(x+ 2π) = f(x),∀x}, 则其构
成一个 R-线性空间, 定义范数 ∥f∥ = max

0≤x≤2π
|f(x)|, 则

(1) 证明 H0 是一个 Banach 空间;
(2) 考虑线性算子 φ(f) = 1

e2aπ−1

∫ x+2π

x
e−a(x−s)f(s)ds, a > 0, 证明对任何 f ∈

H0, 存在常数 k > 0 使得 ∥φ(f)∥ ≤ k∥f∥.

解答. (1) 取 Cauchy 列 {fn(x)} 满足 ∀ε > 0,∃N > 0 使得当 m,n > N 时有

∥fm(x)− fn(x)∥ = max
0≤x≤2π

|fm(x)− fn(x)| < ε, 那么有 |fm(x)− fn(x)| < ε, 从这里不
难得到 fn(x) 一致收敛于某个 f(x), 则不难得知 H0 是一个 Banach 空间.

(2) 不难得知

∥φ(f)∥ =
1

e2aπ − 1
max

0≤x≤2π

∣∣∣∣∫ x+2π

x

e−a(x−s)f(s)ds

∣∣∣∣
≤ ∥f∥
e2aπ − 1

max
0≤x≤2π

∣∣∣∣∫ x+2π

x

e−a(x−s)ds

∣∣∣∣ = ∥f∥
e2aπ − 1

max
0≤x≤2π

∣∣∣∣e2axa (e2πa − 1)

∣∣∣∣
=
e4πa

a
∥f∥ = k∥f∥,
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从而得到结论.

定理 2 (积分因子). 假设 µ是 P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0的积分因子使得 µP (x, y)dx+

µQ(x, y)dy = dΦ(x, y), 则 µ(x, y)g(Φ(x, y)) 也是其一个积分因子, 其中 g 为任一可

微非零函数. 反之, 对该方程的另一积分因子 µ′, 都有 µ′ = µg(Φ) 的形式.

问题 7 (丁同仁习题 2.5.5). 设函数 P (x, y), Q(x, y), µ1(x, y), µ2(x, y) 是连续可微的,
假设 µ1, µ2 是 P (x, y)dx + Q(x, y)dy = 0 的积分因子, 且 µ1

µ2
不恒为常数. 证明

µ1

µ2
= C 为方程的一个通积分.

解答. 那么不难得知 µ2 = µ1g(Φ) = µ1Φ 是积分因子, 其中 g = id, 且 Φ 为通积分,
则证明完毕.

定义 1 (Osgood). 设函数 f(x, y) 在区域 G 内连续, 且满足 |f(x, y1) − f(x, y2)| ≤
F (|y1 − y2|), 其中 F (r) > 0 是 r > 0 的连续函数, 而且瑕积分

∫ r1
0

dr
F (r)

= ∞, 其中
r1 为常数. 则称 f(x, y) 在 G 内对 y 满足 Osgood 条件.

问题 8 (丁同仁定理 3.2). 设函数 f(x, y) 在区域 G 内对 y 满足 Osgood 条件, 则方
程 y′ = f(x, y) 在 G 内经过每一点的解都是唯一的.

解答. 假设不然, 则经过 (x0, y0) 有两个解 y1(x), y2(x), 不妨设存在 x1 > x0 使得

y1(x1) > y2(x1). 记 x = sup{x < x1 : y1(x) = y2(x)}, 则 x0 ≤ x < x1. 则对于
x < x ≤ x1 有 r(x) = y1(x)− y2(x) > 0, 则

r′(x) = y′1(x)− y′2(x) = f(x, y1(x))− f(x, y2(x)) ≤ F (|y1 − y2|),

则 ∞ =
∫ r1
0

dr
F (r(x))

=
∫ x1

x
r′(x)

F (r(x))
dx ≤

∫ x1

x
dx = x1 − x <∞, 矛盾.

问题 9 (丁同仁习题 3.2.1 和 3.2.2). (1) 用 Ascoli 引理证明: 若某一函数列在有限区
间 I 上一致有界且等度连续, 则存在子列一致收敛;

(2) 举例说明当 I 为无限区间的时候上述结论不成立.

解答. (1) 不妨设 I = [a, b), 则由 Ascoli 引理知对任意的函数列中的函数 f(x) 都可

以延拓到 [a, b], 也就只需证明 lim
x→b−

f(x) 存在. 取数列 {xn} ⊂ I 且满足 lim
n→∞

xn = b,
则由等度连续知 ∀ε > 0, 存在 δ > 0 使得当 |c − d| < δ 时有 |f(c) − f(d)| < ε, 那么
考虑当存在 N > 0 使得 m,n > N 时有 |xm − xn| < δ 可知 {f(xn)} 是 Cauchy 列,
则必然收敛, 由 Heine 定理知极限 lim

x→b−
f(x) 存在.

(2) 还真不好说.

问题 10 (丁同仁 3.3 节例 1). 微分方程 y′ = x2 + y2 任意解的存在区间都是有界的.
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解答. 考虑满足 y(x0) = y0 的解 y(x), 设其右侧最大存在区间为 J = [x0,m), 其中
m > 0, 但不一定是有限值, 不失一般性, 只需证明 m 是有限值即可. 若 m ≤ 0, 则
命题成立, 考虑 m > 0. 存在 x1 > 0 使得 [x1,m) ∈ J , 则 y′(x) = x2 + y2(x) 对

所有 0 < x1 ≤ x < m 存在, 则得到 y′(x) ≥ x21 + y2(x)(x1 ≤ x < m). 也就是说
y′(x)

x2
1+y2(x)

≥ 1(x1 ≤ x < m), 积分得到

0 ≤ x− x1 ≤
∫ x

x1

y′(x)

x21 + y2(x)
dx =

1

x1

(
arctan y(x)

x1
− arctan y(x1)

x1

)
,

也就是说 0 ≤ x− x1 ≤ π
x1
对任意的 x1 ≤ x < m 成立, 则 m 有限.

问题 11 (丁同仁习题 3.3.2). 讨论微分方程 y′ = 1
x2+y2 的解的区间.

解答. 假设右侧最大存在区间为 J = [x0,m), 则考虑 x → m, 则必然 1
x2+y2 有界, 则

y′ 有界, 故 y 不可能无界, 故 y 有界, 则由于解是到无穷远的, 则矛盾.

定理 3 (关于初值的偏导数之结论). 考虑初值问题 y′ = f(x,y, λ),y(x0) = y0. 假设
f(x,y, λ),fy ∈ C(Ω× Λ), 且 y = w(x, λ, x0,y0), 则

(a) 偏导数 ∂x0
w 是初值问题

dz

dx
= fy(x,w(x, λ, x0,y0), λ)z, z(x0) = −f(x0,y0, λ)

的解, 因而偏导数 ∂x0
w 连续;

(b) Jacobi 矩阵 wy0
是矩阵初值问题

dZ

dx
= fy(x,w(x, λ, x0,y0), λ)Z,Z(x0) = I

的解, 因而 Jacobi 矩阵 wy0
连续.

定理 4 (广义幂级数). 设 x0 是方程 y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0 的正则奇点, 且 p(x) =
P (x)
x−x0

, q(x) = Q(x)
(x−x0)2

, 则该微分方程在 x0 的某邻域内有收敛的广义幂级数解

y(x) = (x− x0)
ν

∞∑
k=0

ck(x− x0)
k, c0 ̸= 0,

其中 ck(k ≥ 1)可以迭代的求出,而 ν 是方程的指标方程 s(s−1)+P (x0)s+Q(x0) = 0

的根之一 (如果都为实根, 则取最大者; 如果为共轭复根, 则取任意一个).
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定理 5. 对线性微分方程组 dy
dx

= A(x)y + f(x) 对应齐次方程的基解矩阵为 Φ(x),
则通解为

y(x) = Φ(x)

(
c+

∫ x

x0

Φ−1(s)f(s)ds

)
,

若有初值 y(x0) = y0, 则为

y(x) = Φ(x)

(
Φ−1(x0)y0 +

∫ x

x0

Φ−1(s)f(s)ds

)
.

定理 6. 对微分方程 y(n) + a1(x)y
(n−1)(x) + ...+ an−1(x)y

′ + an(x)y = f(x), 考虑基
础解组 ϕ1(x), ..., ϕn(x) 的 Wronsky 行列式 W (x), 方程通解为 y(x) = c1ϕ1(x)+ ...+

cnϕn(x) + ϕ∗(x), 特别的, 我们可以如此计算

ϕ∗(x) =
n∑

k=1

ϕk(x)

∫ x

x0

Wk(s)

W (s)
f(s)ds,

其中 Wk(x) 是 W (x) 的 (n, k) 代数余子式.

注 1. 当 n = 2 的时候我们有

ϕ∗(x) =

∫ x

x0

ϕ1(s)ϕ2(x)− ϕ2(s)ϕ1(x)

ϕ1(s)ϕ′
2(s)− ϕ2(s)ϕ′

1(s)
f(s)ds.

定理 7. 对常系数线性微分方程组 dy
dx

= Ay + f(x), 我们有
(1) 矩阵 Y (x) = exA 是常系数齐次线性微分方程组 dY

dx
= AY 的基解矩阵;

(2) 微分方程组 dy
dx

= Ay + f(x) 的通解是

y(x) = exAc+

∫ x

x0

e(x−s)Af(s)ds,

若有初值 y(x0) = y0, 则为

y(x) = e(x−x0)Ay0 +

∫ x

x0

e(x−s)Af(s)ds.

定理 8. 对 A 互不相同的特征值为 λ1, ..., λs, 重数为 ni, 设 r
(i)
10 , ..., r

(i)
ni0
是 ker(λiI−
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A)ni 的基, 则
(1) 若 s = n, 则齐次方程基解矩阵为 Φ(x) = (eλ1xr

(1)
10 , ..., e

λ1xr
(n)
10 );

(2) 若 s < n, 令 r
(i)
jl = (λiI −A)r

(i)
j,l−1, 令 P

(i)
j (x) =

∑ni−1
k=0

xk

k!
r
(i)
jk , 则齐次方程

基解矩阵为 Φ(x) = (eλ1xP
(1)
1 , ..., eλ1xP

(1)
n1 , ..., e

λsxP
(s)
1 , ..., eλsxP

(s)
ns ).

注 2. 若特征值是复数, 则其共轭也是特征值, 故计算时取某一个的实部和虚部即可.

定理 9. 对微分方程 y(n) + a1y
(n−1)(x) + ... + an−1y

′ + any = f(x) 对应特征方程

P (λ) = λn + a1λ
n−1 + ...+ an = 0 的不同根 λ1, ..., λs ∈ C, 重数为 ni, 则基本解组为

eλ1x, xeλ1x, ..., xn1−1eλ1x, ..., eλsx, xeλsx, ..., xns−1eλsx.

命题 1. 对方程 y(n) + a1y
(n−1)(x) + ... + an−1y

′ + any = f(x) 和对应特征方程

P (λ) = λn + a1λ
n−1 + ...+ an = 0, 我们有:

(1) 若 f(x) = Pm(x)eµx, 则 ϕ∗(x) = xkQm(x)eµx, 其中 k 为 µ 为特征方程根的

重数, 而 Qm(x) 为待定多项式;
(2)若 f(x) = (Am(x) cos bx+Bm(x) sin bx)eax,其中 max(degAm, degBm) = m,

则 ϕ∗(x) = xk(Cm(x) cos bx+Dm(x) sin bx)eax, 其中 k 为 a+ bi 为特征方程根的重

数, 而 Cm, Dm 为待定多项式.
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