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摘要

平展上同调是代数几何中非常重要的一部分, 同时也是比较基础的一部分, 广
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最后日期
2024 年 3 月 24 日



目录

I 平展上同调基础 5

1 平展上同调简介 5

2 平展基本群 6

3 景和层和层化 8

4 平展拓扑的一些应用 9
4.1 拟有限映射的平展局部 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
4.2 Zariski 主定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

5 平展拓扑上的层 11
5.1 基本结果和例子 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
5.2 平展预层/层的茎 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
5.3 常值层和局部常值层 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
5.4 Abel 群预层和层构成的范畴 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
5.5 Kummer 理论和 Artin-Schreier 列 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
5.6 拟凝聚层 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

6 层的一些函子 17
6.1 直像 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
6.2 逆像 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
6.3 零扩张函子 (下叹号函子) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

7 平展上同调的定义和基本性质 20
7.1 定义 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
7.2 群上同调一瞥 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
7.3 点的上同调 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
7.4 严格 Hensel 局部环的上同调 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
7.5 平展上同调和极限一瞥 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
7.6 平展上同调的拓扑不变性一瞥 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
7.7 支撑在闭集的上同调及性质 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

8 Čech 上同调和挠子 24
8.1 Čech 上同调 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
8.2 Čech-导出谱序列 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
8.3 应用 I——Mayer-Vietoris 列 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
8.4 应用 II——拟凝聚层的上同调 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
8.5 挠子理论一瞥和应用 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

1



9 高阶直像 29
9.1 基础性质 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
9.2 Leray 谱序列 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

10 曲线的上同调 I——基础结果 31
10.1 Brauer 群和 Cr 域一瞥 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
10.2 Gm,X 的上同调 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
10.3 µn,X 的上同调 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
10.4 支撑在点上的上同调 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

11 可构建层和挠层 35
11.1 可构建层 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
11.2 挠层 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

12 曲线的上同调 II——挠层的上同调 37
12.1 迹映射方法基础 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
12.2 挠层的上同调 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

13 上同调维数 I——一般情况 40

14 基变换定理 41
14.1 经典拓扑里的紧合基变换 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
14.2 紧合基变换的叙述和证明 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
14.3 紧合基变换的应用 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
14.4 经典拓扑里的光滑基变换 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
14.5 光滑基变换一瞥 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
14.6 紧合-光滑基变换及有限性定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
14.7 特化和余特化映射 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

15 上同调维数 II——仿射情况 47

16 紧支上同调 49
16.1 分离有限型映射的下叹号函子 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
16.2 紧支高阶直像 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
16.3 紧支上同调 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

17 平展上同调的 Künneth 公式 52
17.1 一般的 Künneth 公式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
17.2 紧支的 Künneth 公式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

18 `-进上同调和有限性定理一瞥 54

19 比较定理 55
19.1 常值层上同调/经典 de Rham 上同调-奇异比较定理 . . . . . . . . . . . . 55
19.2 GAGA 一瞥 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
19.3 平展-奇异比较定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

2



19.4 其他比较定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

20 上同调纯性和 Gysin 序列 61
20.1 光滑对 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
20.2 上同调纯性和 Gysin 序列 I——一般情况 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
20.3 基本类 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
20.4 上同调纯性和 Gysin 序列 II——特殊情况 . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

21 链映射 65
21.1 半纯性和链映射 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
21.2 Chern 类和 Chow 环 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

22 Poincaré 对偶 68
22.1 拓扑的 Poincaré 对偶 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
22.2 迹映射 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
22.3 Poincaré 对偶及其应用 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

23 迹公式 73
23.1 Frobenius 映射 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
23.2 非交换环上的迹 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
23.3 滤过导出范畴 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
23.4 完美复形和迹 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
23.5 射影曲线的 Lefschetz 数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
23.6 Grothendieck-Lefschetz 迹公式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

24 Weil 上同调理论一瞥 80
24.1 Weil 上同调理论和同调等价 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80
24.2 其他等价及 Néron-Severi 群 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
24.3 Grothendieck 标准猜想一瞥 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

25 平展上同调的一些应用 I——其他代数簇的计算 84
25.1 带奇点曲线的上同调 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84
25.2 爆破的平展上同调 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

26 平展上同调的一些应用 II——Abel 簇相关 85
26.1 Abel 簇的平展上同调 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
26.2 Abel 簇和 Jacobi 簇 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
26.3 Mordell-Weil 定理一瞥 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

27 平展上同调的一些应用 III——相关大定理和猜想一瞥 87
27.1 Mordell 猜想和 Grothendieck 截面猜想 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
27.2 p 进 Hodge 理论 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

II 反常层基础 88

3



28 反常层简介 88

29 Grothendieck Abel 范畴 89

30 t-结构基础 89
30.1 t-结构基本定义和例子 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
30.2 t-结构上的典范函子 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
30.3 中心 D♥ 的性质 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
30.4 挠对定义 t-结构 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

31 t-结构的粘合 95

32 Goresky-Macpherson 扩张和单对象 97
32.1 一些正合性质 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
32.2 Goresky-Macpherson 扩张 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
32.3 单对象 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99
32.4 Deligne 公式的特殊情况 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

33 平展上同调的注记 100
33.1 局部系和可构建层 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100
33.2 Nearby cycles 和 vanishing cycles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

34 Verdier 对偶 103
34.1 Verdier 对偶及其评注 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103
34.2 对偶复形 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

35 代数簇上的反常层 104
35.1 平滑 (Lisse) 复形 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105
35.2 BBD——反常 t-结构的验证 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105
35.3 Goresky-Macpherson 扩张 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106
35.4 单对象 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107
35.5 反常层范畴的有限性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

36 BBDG 分解一瞥 108

37 Beilinson 基本引理一瞥 108
37.1 Beilinson 基本引理和 Nori 基本引理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109
37.2 Beilinson 定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110

参考文献 112

4



Part I
平展上同调基础

1 平展上同调简介

何为平展上同调? 举一个简单的例子, 取 X 为 C 上的代数簇, 其解析化 Xan 可以
对应奇异上同调 H i(Xan,Z) 满足

(i) 是有限生成 Z 模;
(ii) 群 H i(Xan,C) 有额外的结构;
(iii) 和代数链有关系.
所以平展上同调的目标就是定义一个类似奇异上同调的上同调理论 (满足类似性

质的上同调称为Weil上同调理论,还有其他的Weil上同调理论,例如经典的 de Rham
上同调, 代数 de Rham 上同调和晶体上同调) 使其适用于更加一般的概形上去.

在平展上同调中, 我们会发现挠系数的上同调, 例如 Z/nZ 系数的上同调可以比较
好的模拟奇异上同调. 但会发现 H2

ét(P1
C,Z) = 0 而 H2(P1(C),Z) = Z 并不能很好的模

拟奇异上同调, 另一方面我们发现如下结果:

定理 1.1 (Serre). 不存在上同调理论 H∗ 使得 (i) 具有函子性;(ii) 满足 Kunneth 公
式;(iii) 对所有椭圆曲线 E 满足 H1(E) ∼= Q2.

基本思路. 取 E 为超奇异椭圆曲线, 有一个事实是 End(E) ⊗ Q 是不分裂四元数代数.
根据 (i)(ii) 不难得到 End(E) 作用在 E 上会诱导出 End(E) 在 H1(E), 进而诱导出代
数同态 End(E) ⊗ Q → Mat2×2(Q). 而根据基本的表示论, 这种同态一定不存在! 故而
没有这种上同调理论.

为了在非挠系数下也可以模仿奇异上同调, 我们会定义类似的 `-进上同调理论, 其
中 ` 和特征 p 互素 (不满足这个情况的需要晶体上同调理论):

H i
ét(X,Z`) = lim←−H

i
ét(X,Z/`nZ) 和H i

ét(X,Q`) = H i
ét(X,Z`)⊗Zℓ

Q`,

这样也可以得到比较好的模拟.
顺便一提, 类似代数拓扑一样, 在概形情况下也可以模拟拓扑的基本群. 给定概形

和固定的几何点 (X, x̄), 可以定义 πét
1 (X, x̄) 为平展基本群, 其定义事实上是从代数拓

扑里偷的, 运用了覆叠变换群和拓扑基本群的关系来定义, 十分合理. 当然之后还有更
多的类似不变量, 例如高阶的平展同伦群等.

另一个发展平展上同调,乃至 Grothendieck发展代数几何的重要动机就是Weil猜
想:

猜想 1 (Weil 猜想). 设 X 是 Fq 上 n 维光滑紧合几何整的簇, 设

SX(t) = exp
(∑

n>0

#X(Fqn)

n
tn

)
,

则
(i) 函数 SX(t) 是有理函数, 即 SX(t) =

∏2n
i=0(−1)i+1Si(t), 其中 Si 是满足一定条

件的整系数多项式;
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(ii) 满足函数方程 SX(q−nt−1) = ±qnE/2tESX(t) 其中 E 是 X 欧拉示性数;
(iii) 所有零点和极点的绝对值为 qj/2 其中 j ∈ Z;
(iv) 若 X 提升为代数整数环 R ⊂ C 上的光滑射影簇 Y , 则对于 i = 0, ..., 2n, 流

形 Y (C) 的 Betti 数为 Si(t) 的次数 bi.
最后结果. (i) 由 Dwork 运用 H1 的有限生成性得到结果;

(ii) 由 Gorthendieck 运用 Poincaré 对偶得到;
(iii)(iv) 由 Deligne 证明.

因此平展上同调是相当成功的上同调理论, 而本笔记就是为了在介绍基础理论的
同时来阐述这些和代数拓扑, 复几何类似的结果和性质. 正如题所言, 这个笔记是作
为几何人的笔者写的, 所以有很多我认为就算不知道也无妨, 或者自己就能推理的无聊
细节 (主要集中在交换代数和点集拓扑) 就会被我略去 (当然大部分情况只是我懒得写
了). 因此可能不适合其他方向的人观看, 推荐 [35] 里的Tag 0BQ6 和Tag 03N1, 扶磊教
授的书 [27] 和 Milne 的传世经典 [29], 我们也会多次引用里面的某些细节.

前置知识: 至少是经典代数几何教材 [20] 的前三章, 还有光滑, 无分歧和平展映射
的基本性质, 还有基本的导出范畴, 懂一些下降理论. 而会一些基本的代数拓扑和复几
何更好,你也会注意到平展上同调是研究概形的拓扑,而凝聚上同调是研究概形的几何.

2 平展基本群

对于连通概形 X, 定义 Fét /X 为 X 上的有限平展态射构成的范畴, 而 Ét /X 为
X 上的平展态射构成的范畴. 给定概形和几何点 (X, x̄), 定义 (纤维) 函子

Fx̄ : Fét /X → Sets, (π : Y → X) 7→ HomX(x̄, Y ).

我们寻求这个函子是否可表? 也就是说是否存在万有覆叠空间? 事实上不一定存在:
例 2.1. 考虑 C 上射影直线 A1, 存在有限平展映射 A1\{0} → A1\{0}, x 7→ xn, 那么
注定没有像拓扑里的 exp : C→ C\{0} 来表示万有覆盖!

但是可以退而求其次, 考虑射可表性: 可以证明 (但我不证明, 事实上 [29] 也没证
明. 而 [27] 里有很多证明, 想看的读者可以看看) 存在有限平展覆盖组成的定向逆系统

X ′ = ((Xi, fi)i∈I , φij : Xj → Xi, fi = φij ◦ fj , fi ∈ Fx̄(Xi))

使得
Hom(X ′, Y ) := lim−→HomX(Xi, Y )→ Fx̄(Y ), σ 7→ σ(fi)

是同构. 事实上可以选取 Xi/X 为 Galois 覆盖, 也就是说 deg(Xi/X) = #AutXXi, 见
[29] 注 5.4.

选取好 Galois 覆盖, 对于 φij : Xj → Xi 可以诱导 AutXXj → AutXXi 如下: 注
意到 AutXXj → Fx̄(Xj), σ 7→ σ(fj) 是双射 (由于是 Galois 覆盖, 见 [27] 第三节), 则
通过 F (Xj)→ F (Xi), α 7→ φij(α) 即得到映射.
定义 2.2. 对于连通概形 X 和几何点 x̄, 考虑上述构造, 定义平展基本群为

πét
1 (X, x̄) = lim←−AutXXi

赋予有限离散拓扑的射影极限拓扑.
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定理 2.3. 考虑连通概形 X 和几何点 x̄.
(i) 函子 Fx̄ 诱导出 Fét /X 到有限 πét

1 (X, x̄)-集的等价;
(ii) 取第二个几何点 x̄′, 我们有 Fx̄

∼= Fx̄′ 进而诱导 πét
1 (X, x̄)

∼= πét
1 (X, x̄

′), 并且和
(i) 契合;

(iii) 平展基本群有函子性, 并且和 (i) 交换;
(iv) 还可以定义平展基本群为 πét

1 (X, x̄) = Aut(Fx̄).

证明. 这些都比较复杂,秉承几何人的优良品质,我们直接默认它们吧!参考Tag 0BND.

注 2.4. 类似 (iv), 可以定义连接 x̄, ȳ 的平展道路为 γ ∈ πét
1 (X; x̄, ȳ) := Isom(Fx̄,Fȳ),

会诱导
πét
1 (X, ȳ)→ πét

1 (X, x̄), φ 7→ γ−1 ◦ φ ◦ γ.

例 2.5. (i) 对一个点 X = Spec(k) 和几何点 Ω, 由定义知道 πét
1 (X,Ω) = Gal(ksep/k);

(ii) 考虑 C 上的 X = A1\{0}, 则考虑 x 7→ xn 得到

πét
1 (X, x̄) = lim←−AutXXi = lim←−µn(k) ∼= Ẑ ∼=

∏
`

Z`;

(iii) 考虑代数闭域上的 X = P1, 由 Riemann-Hurwitz 公式不难得到 X 只有平凡
的平展覆叠, 故 πét

1 (X, x̄) = 1. 归纳可以得到 πét
1 (Pn, x̄) = 1;

(iv) 事实上我们对 πét
1 (A1

k, x̄) 都一无所知, 其中 k 是正特征域 (根据 Artin-Scheier
列, 起码不是平凡的群);

(v) 对于正规簇 X, 考虑一般点上的几何点 x̄, 假设

L =
⋃{
几何点内的有限可分扩张K/K(X) : X在K内的正规化到X平展

}
,

则 πét
1 (X, x̄)

∼= Gal(L/K(X)), 参考 [27] 命题 3.3.6.

自然的, 我们也会考虑平展基本群和拓扑基本群有何种联系? 我们有以下重要的比
较定理:

定理 2.6 (Riemann 存在定理). 设 X 是 C 上的有限型概形, 则由范畴等价

(Fét /X)→ (FTopCov/Xan).

特别的有 πét
1 (X, x̄)

∼= ̂π1(Xan, x), 为射有限完备化.

证明. 这个证明更加复杂, 我们也略去, 请参考 [18] 的定理 XII.5.1. 另见推论19.9.

这样我们就可以通过拓扑基本群来计算许多 C 上的有限型概形的平展基本群了.

注 2.7. (i) 对于 X 为 k 上几何连通的簇, 我们有正合列 (参考 [27] 命题 3.3.7):

1→ πét
1 (Xksep , x̄)→ πét

1 (X, x̄)→ Gal(ksep/k)→ 1;

(ii) 对于 X = P1
Q\{0, 1,∞}, 运用正合列得到

1→ πét
1 (XQal , x̄)→ πét

1 (X, x̄)→ Gal(Qal/Q)→ 1.
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嵌入 Qal ↪→ C 可以得到

πét
1 (XQal , x̄) ∼= ̂〈a, b, c|abc = 1〉.

而群 Gal(Qal/Q) 则十分复杂, 如果完全了解它就可以了解相当一部分的算术猜想和结
果 (摘自 J. Milne 的讲义 [30]).

3 景和层和层化

本质就是推广拓扑空间的定义.
定义 3.1 (Grothendieck 拓扑和景). 设 C 是范畴, 一个 C 上的 Grothendieck 拓扑由集
合 {{Ui → U}i∈I} = Cov(U) 组成, 其中 U 是任意对象, 满足

(i) 若 V → X 是同构, 则 {V → X} ∈ Cov(X);
(ii) 若 {Xi → X}i∈I ∈ Cov(X) 且 Y → X 是任意态射, 则纤维积 Xi ×X Y 存在

且
{Xi ×X Y → Y }i∈I ∈ Cov(Y );

(iii) 若 {Xi → X}i∈I ∈ Cov(X) 且对任意 i ∈ I 都给定 {Vij → Xi}j∈Ji, 则

{Vij → Xi → X}i∈I,j∈Ji ∈ Cov(X).

范畴 C 和其上的 Grothendieck 拓扑称为景.
例 3.2 (小 Zariski 景). 假设 X 是一个概形. 考虑范畴 Op(X) 由开子概形构成, 态射
是包含关系. 则 {Ui → U}i∈I 为覆盖如果 U =

⋃
i Ui. 记这个景为 XZar.

例 3.3 (大 Zariski 景). 假设 X 是一个概形. 考虑范畴 Sch/X, 则 {Ui → U}i∈I 为覆
盖如果 Ui → U 为开浸入且 U =

⋃
i Ui. 记这个景为 XZAR.

例 3.4 (小平展景). 假设 X 是一个概形. 考虑范畴 Ét /X, 不难证明里面的态射都是
平展的, 所以我们不假设条件. {Ui → U}i∈I 为覆盖如果

∐
i∈I Ui → U 是满射. 记这个

景为 Xét.
例 3.5 (大平展景). 假设 X 是一个概形. 考虑范畴 Sch/X, 则 {Ui → U}i∈I 为覆盖如
果 Ui → U 平展且

∐
i∈I Ui → U 是满射. 记这个景为 XÉt.

例 3.6 (fppf 景). 假设 X 是一个概形. 考虑范畴 Sch/X, 则 {Ui → U}i∈I 为覆盖如果
Ui → U 平坦和局部有限表现, 且

∐
i∈I Ui → U 是满射. 记这个景为 Xfppf.

定义 3.7. 景 C 上的预层为函子 F : Cop → Sets;
定义 3.8. 给定景 C 和其上的预层 F .

(i) 预层 F 称之为分离的, 如果对任意的 U ∈ C 和覆盖 {Ui → U}i∈I ∈ Cov(U),
诱导态射 F (U)→

∏
i∈I F (Ui) 是单射;

(ii) 预层 F 称为层, 如果对任意的 U ∈ C 和覆盖 {Ui → U}i∈I ∈ Cov(U), 我们有
如下等化子:

F (U)
∏

i∈I F (Ui)
∏

i,j∈I F (Ui ×U Uj)

其中态射被 Ui ×U Uj → Ui 和 Ui ×U Uj → Uj 诱导.

8



定义 3.9. 一个范畴称为 Grothendieck 意象 (Topos) 如果其等价于某个景上的层范畴.
定义 3.10 (层化). 在某个景 C 上, 取定 P ∈ PreSh(C), 称 P] ∈ Sh(C) 使得 P →P]

是 P 的层化, 如果任取 G ∈ Sh(C) 和 P → G , 都有交换图:

P P]

G
∃!

定理 3.11. 在某个景 C 上,取定P ∈ PreSh(C).对某个覆盖 U = {Ui → U} ∈ Cov(U),
定义

Ȟ0(U,P) := ker

∏
i

P(Ui)⇒
∏
i,j

P(Ui ×U Uj)

 .

故有典范映射 P(U) → Ȟ0(U,P). 不难证明不同覆盖可以诱导良定义的态射且和覆
盖间映射选取无关 (参考Tag 03NQ), 故定义

P+ : U 7→ lim−→
U

Ȟ0(U,P).

(i) 函子 P+ 是分离预层;
(ii) 若 P 是分离预层, 则 P+ 是层且 P →P+ 单射;
(iii) 若 P 是层, 则 P →P+ 是同构;
(iv) 不论如何 P++ 一定是层, 且 P++ ∼= P].

证明. 这是纯粹的层论推导, 参考Tag 00WB.

注 3.12. 我们在景的定义3.1里规定 Cov(U) 是集合很大程度上就是为了保证这个极限
存在.
推论 3.13. 在某个景 C 上, 取定 P ∈ PreSh(C). 则 ] : PreSh(C) → Sh(C) 是个函子,
且若规定遗忘函子为 i : Sh(C)→ PreSh(C), 则有 (], i) 是伴随函子. 特别的, 函子 ] 是
正合函子.
证明. 近乎平凡.

推论 3.14. 考虑图 F : I → Sh(C), 则 lim←−I F 存在且和预层范畴内一样, 而 lim−→I F

存在且为预层范畴内的层化.
证明. 也是纯粹的层论验证, 见Tag 00W2和Tag 00WI.

4 平展拓扑的一些应用

定义 4.1 (平展邻域). 给定概形 X, 称几何点 x̄ 的一个平展邻域为如下图表:

U

x̄ X
x̄

fū
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其中 f 平展. 我们记为 (U, ū)→ (X, x̄). 我们称其为初等平展邻域, 如果其剩余类域相
同.

4.1 拟有限映射的平展局部

命题 4.2. 设 f : X → S 是概形映射. 任取 s ∈ S 和 x1, ..., xn ∈ Xs 为孤立点, 假设
f 分离且局部有限型, 则存在初等平展邻域 (U, u)→ (S, s) 和分解 (均为即开又闭的集
合)

U ×S X =W t
n∐

i=1

Vj

使得 Vi → U 有限且 u 的纤维是单点集 {vi} 使得每个 vi 会打到 xi 且 κ(xi) = κ(vi),
且 W → U 在 u 的纤维里任何点不会打到任何一个 xi.

证明. 这是相等复杂的一个纯代数结果, 参考Tag 02LN.

4.2 Zariski 主定理
引理 4.3. 设 f : X → S 是概形映射且分离有限型, 考虑相对正规化

X S′

S
f

f ′

ν

则存在开子概形 U ′ ⊂ S′ 使得
(a) (f ′)−1(U ′)→ U ′ 是同构;
(b) (f ′)−1(U ′) ⊂ X 是使得 f 拟有限的点集.

证明. 可以证明使得 f 拟有限的点集是开的, 假设其为 U , 则只需要证明:
(a) U ′ = f ′(U) 是开的;
(b) U = (f ′)−1(U ′);
(c) U → U ′ 是同构.

• 步骤 1. 事实上考虑如下断言: (d) 对任何 x ∈ U 存在开邻域 f ′(x) ∈ V ⊂ S′ 使得
(f ′)−1V → V 是同构. 则不难证明 (d) 可以推出 (a)(b)(c). 我们略去这一部分. 因此只
需要证明 (d).
• 步骤 2. 证明可以将 S 替换成 s = f(x) 的 (初等) 平展邻域.

考虑初等平展邻域 (T, t) → (S, s), 根据正规化和光滑基变换交换我们得知替换
成平展领域之后条件未变. 若断言对平展邻域成立, 存在 f ′T (y) ∈ V ′ ⊂ S′

T 使得
(f ′T )

−1(V ′) → V ′ 是同构. 因为平展, 所以 S′
T → S′ 是开的, 设 V 是 V ′ 在映射下

的像. 则有纤维积:
(f ′T )

−1V ′ (f ′)−1(V )

V ′ V

⌜

再根据平展下降得到结论.
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• 步骤 3. 完成证明.
根据步骤 2, 不妨将 S 替换为 s = f(x) 的 (初等) 平展邻域. 根据命题4.2 我们有

X = V tW 使得 V → S 有限且 x ∈ V . 由于 V → S 有限, 设 W ′ 是 S,W 的相对正
规化, 则我们考虑的正规化为

X = V tW → V tW ′ → S.

因此取 V 即可得到结论.

定理 4.4 (Zariski 主定理). 设 f : X → S 是分离拟有限映射.
(i) 考虑相对正规化

X S′

S
f

f ′

ν

则有 f ′ 是拟紧开浸入且 ν 整. 特别的 f 拟仿射;
(ii) 且 S 拟紧拟分离, 则存在分解

X T

S
f

j

π

使得 j 是拟紧开浸入且 π 有限.
证明. (i) 根据引理4.3得到这是显然的;

(ii) 考虑 (i) 里的分解 X → S′ → S, 设 ν∗OS′ = lim−→i
Ai 为有限 OX -子代数的余极

限 (因为 ν∗OS′ 已经是整的了), 则 πi = Ti := Spec
S
Ai → S 是有限的且 Ti 之间的转

换映射是仿射的. 根据一些极限技巧得知存在 j 使得 X → Tj 是浸入且拟紧, 则可以
分解为 X → T → Tj 其中 X → T 开浸入且 T → Tj 闭浸入. 成立.

5 平展拓扑上的层

我们一般考虑小平展景 Xét. 记 Sh(Xét) 是集合取值的平展层范畴, 而 Ab(Xét) 是
Abel 群取值的平展层. 类似的预层范畴也为 PreSh(Xét) 和 PreAb(Xét).

5.1 基本结果和例子

命题 5.1. 固定概形 X, 对于 F ∈ PreSh(Xét). 若 F 在限制到 Zariski 开覆盖时满足
层条件, 且对于仿射平展覆盖 V → U 满足层条件, 则 F ∈ Sh(Xét).
证明. 详细细节参考 [29] 命题 II.1.5. 简单来说就是运用 Zariski 开覆盖上的条件会给
出: 对于概形 V =

∐
i Vi, 我们有 F (V ) =

∏
i F (Vi). 运用这个我们发现如果单个映射

组成的平展覆盖
∐

i Ui → U 满足等化子条件, 那么 {Ui → U} 也满足等化子条件 (因
为
∐

i Ui ×U
∐

j Uj =
∐

i,j Ui ×U Uj). 根据仿射平展覆盖满足等化子条件, 我们轻易得
到 {Ui → U}i∈I 也满足等化子条件, 其中 I 有限且 Ui 仿射. 对于一般情况, 需要证明
相互契合, 追图细节略去.
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例 5.2 (结构层). 给定概形 X. 定义 OX,ét 为 OX,ét(U) := Γ(U,OU ). 我们断言 OX,ét ∈
Sh(Xét). 运用5.1, 这其实就是环的忠实平坦下降: 设环同态 f : A → B 忠实平坦, 则
有正合列:

0 A B B ⊗A B
f b 7→1⊗b−b⊗1

证明颇为经典, 分成三步:(a) 证明如果 f 有一个截面, 则命题成立;(b) 证明如果存在另
一个忠实平坦同态 A → A′ 使得命题对 A′ → A′ ⊗A B 成立, 则也对 A → B 成立;(c)
发现 B → B ⊗A B, b 7→ b⊗ 1 存在截面 b⊗ b′ 7→ bb′.

例 5.3 (由概形表示的层). 给定概形X.取定 Z 为X-概形,定义为 hZ := HomX(−, Z).
事实上通过 (i) 的正合列也容易得到 hZ ∈ Sh(Xét). 下面有几个常用的例子:

(a) 定义 µn,X(T ) = {ζ ∈ Γ(T,OT ) : ζ
n = 1}, 即 µn,X 被 Spec

X
OX [t]/(tn − 1) 表

示;
(b) 定义 Ga,X(T ) = Γ(T,OT ), 即 Ga,X 是被 A1

X 表示的函子;
(c) 定义 Gm,X(T ) = Γ(T,O∗

T ), 即 Gm,X 是被 Spec
X

OX [t, t−1] 表示的函子;
(d) 定义 GLn,X(T ) = GLn(Γ(T,OT )), 即 GLn,X 是被

Spec
X

OX [{xij}1≤i,j≤n][1/ det(xij)]

表示的函子.

例 5.4 (拟凝聚层). 给定概形 X. 考虑 M ∈ Sh(XZar) 是拟凝聚的, 定义 M ét(φ : U →
X) := Γ(U, φ∗M ). 运用5.1和更一般的正合列: 环同态 f : A → B 忠实平坦且 M 为
A-模, 则有正合列

0 M B ⊗A M B ⊗A B ⊗A M

即可得到 M ét ∈ Sh(Xét).

命题 5.5 (点上的层范畴). 对于 X = Spec k, 有范畴等价

Sh(Xét)→ (离散Gal(ksep/k)−集),F 7→MF := lim−→
ksep⊃k′/k有限 Galois

F (Spec k′).

证明. 定义逆为 M 7→ FM := (A 7→ HomG(Homk−alg(A, ksep),M)). 见Tag 03QT.

注 5.6. 类似的有范畴等价

Ab(Xét)→ (离散Gal(ksep/k)−模).

5.2 平展预层/层的茎
引理 5.7. 给定概形 X 和几何点 x̄, 则

(i) 给定两个平展邻域 (Ui, ūi)i=1,2, 存在第三个平展邻域 (U, ū) 和态射 (U, ū) →
(Ui, ūi);

(ii) 假设 h1, h2 : (U1, ū1) → (U2, ū2) 是平展邻域的态射, 则存在第三个平展邻域
(U, ū) 和态射 h : (U, ū)→ (U1, ū1) 使得 h1 ◦ h = h2 ◦ h.
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证明. (i) 只需考虑 U = U1 ×X U2, 而 s̄→ U 被 (ū1, ū2) 定义;
(ii) 定义 U 为纤维积

U U1

U2 U2 ×X U2
∆

(h1,h2)
⌜

并定义 ū = (ū1, ū2).

注 5.8. 在 (ii) 内, 通过一些假设, 我们可以使得态射 h1 = h2: 若我们有诺特分离概形
的图标

Y

X S

g

g′
q

p

其中 Y 连通且 p, q 平展, 则 g = g′. 这是因为 δ : X → X ×S X 平展且是闭浸入, 则
X ×S X = δ(X) t Z 为连通分支的无交并. 注意到 g × g′ : Y → X ×S X 有连通的像.
根据图知 δ(X) ∩ Im(g × g′) 6= ∅, 故 Im(g × g′) ⊂ δ(X), 故 g = g′.

定义 5.9. 给定概形 X 和 P ∈ PreSh(Xét). 给定几何点 x̄, 定义 P 在 x̄ 的茎为

Px̄ := lim−→
(U,ū)

P(U)

其中余极限遍历所有平展邻域, 根据引理5.7此为滤余极限.

注 5.10. 给定概形 X 和几何点 x̄, 则不难看出 F 7→ Fx̄ 作为函子 PreSh(Xét)→ Sets
或者 Sh(Xét)→ Sets 或者 PreAb(Xét)→ AbGrps 或者 Ab(Xét)→ AbGrps 都是正合
的. 如果你不放心, 请参考Tag 03PT.

定义 5.11. 给定概形 X 和几何点 x̄, 给定集合 E, 定义 Ex̄ ∈ Sh(Xét) 为:

Ex̄(U) :=
⊕

HomX(x̄,U)

E.

注 5.12. 有几个简单的性质:
(i) 这个 Ex̄ 在平展拓扑下一定是层, 其他景上面不一定;
(ii) 我们有伴随函子 ((−)x̄, (−)x̄), 在预层范畴上这个伴随对任何景都对, 在层范

畴上需要一定条件 (而小平展景显然满足), 若对这个有兴趣, 参考Tag 00Y3;
(iii) 对于几何点 ȳ, 除非 ȳ 也在 x̄ 对应的点上, 否则 (Ex̄)ȳ = 0.

命题 5.13. 给定概形 X 和几何点 x̄, 对于 P ∈ PreSh(Xét) 有 Px̄ = P]
x̄.

证明. 因为有伴随性, 对于任何集合 E, 我们有

MorSets(Px̄, E) = HomPreSh(Xét)(P, Ex̄) = HomSh(Xét)(P
], Ex̄) = MorSets(P]

x̄, E),

因此成立.
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对于结构层 OX,ét, 它的茎有特殊的代数性质.

命题 5.14. 给定概形 X 和在 x ∈ X 上的几何点 x̄. 设 κ(x) ⊂ κ(x)sep ⊂ κ(x̄) 是可分
代数闭包, 则有

(i) 有同构 (OX,x)
sh ∼= (OX,ét)x̄, 前者为 OX,x 的严格 Hensel 化;

(ii) 设 mx 是 OX,x 的极大理想, 则 mx(OX,ét)x̄ 是 (OX,ét)x̄ 的极大理想, 且满足

(OX,ét)x̄/mx(OX,ét)x̄ ∼= κ(x)sep;

(iii) 对任何首一多项式 f ∈ (OX,ét)x̄[T ] 和任意 f̄ ∈ κ(x)sep[T ] 的根 α0 ∈ κ(x)sep
使得 f̄ ′(α0) 6= 0, 则存在 α ∈ (OX,ét)x̄ 使得 f(α) = 0 且 α0 = ᾱ.

证明. 这些都是复杂的交换代数, 见Tag 04GE, Tag 04GP和04GW. 其中 (iii) 被称之为
Hensel 引理, 满足 (iii) 的环叫做 Hensel 局部环, 如果这个环的剩余类域可分代数闭,
则称之为严格 Hensel 局部环. 所以我们这里就是一个严格 Hensel 环.

注 5.15. 我们之后将记 Osh
X,x̄ := (OX,ét)x̄, 也不会有歧义.

对于 Hensal 局部环, 我们还有如下常用的结论:

命题 5.16 (Hensel 引理). 设 (A,m, κ) 是 Hensal 局部环, 则
(i) 任何有限 A-代数 S 都是在 R 上有限的局部环的乘积, 此时这些局部环依旧是

Hensal 局部环;
(ii) 如果平展 A-代数 B 满足 B 的极大理想 n 卧于 m 上使得 κ ∼= B/n, 则存在

同构 φ : B ∼= A×B′ 使得 φ(n) = m×B′ ⊂ A×B′;
(iii) 我们有范畴等价:

{有限平展A-代数} ←→ {有限平展κ-代数}, S 7→ S/mS.

证明. 纯粹的交换代数, 参考Tag 04GG, Tag 04GH, Tag 04GK和Tag 03QH.

5.3 常值层和局部常值层

定义 5.17. 给定概形 X.
(i) 对于 F ∈ Sh(Xét)(或者 ∈ Ab(Xét)), 则 F 称为常值层如果存在集合 E(或者

Abel 群 G) 使得 F ∼= (U 7→ E)] =: EX(或者 ∼= (U 7→ G)] =: GX);
(ii) 称 F ∈ Sh(Xét)(或者 ∈ Ab(Xét)) 是局部常值层, 如果存在覆盖 {Ui → X} 使

得 F |Ui 是常值层;
(iii) 称 F ∈ Sh(Xét)(或者 ∈ Ab(Xét)) 是有限局部常值层, 如果 F 是局部常值层

且取值的集合 (或 Abel 群) 是有限集合.

注 5.18. 对于 (i)(ii) 可以定义一般的 Λ-模的常值层/局部常值层.

引理 5.19 (有限平展映射的平展局部分解). (i) 设 f : X → S 有限无分歧, 取 s ∈ S,
则存在平展邻域 (U, u) → (S, s) 和有限无交分解 XU =

∐
j Vj 使得所有 Vj → U 均为

闭浸入.
(ii) 设 f : X → S 有限平展, 取 s ∈ S, 则存在平展邻域 (U, u)→ (S, s) 和有限无

交分解 XU =
∐

j Vj 使得所有 Vj → U 均为同构.
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证明. 首先, 有关各种映射的平展局部, 可参考Tag 024J. 二者究其本质都是拟有限态
射的平展局部性质 (见Tag 02LM). 证明虽然不甚复杂, 但写于此意义也不大, 故这里我
们略去证明, 证明参考Tag 04HJ和 Tag 04HN.

命题 5.20. 给定概形 X, 则有范畴等价

{有限平展映射U → X} ∼= {有限局部常值层}, (U → X) 7→ F = hU .

证明. 根据引理5.19(ii), 不难看出 hU 确实是有限局部常值层. 另一方面, 任取 F 是
有限局部常值层, 则存在平展覆盖 {Ui → X} 使得 F |Ui 是常值层, 则可以被有限平
展态射 Ui → X 表示 (设取值集合的基数是 κ, 若是诺特分离概形, 考虑注5.8, 则令
Zi =

∐κ
i=1 Ui, 故 F |Ui = hZi). 根据仿射态射满足有效的忠实平坦下降 (fpqc), 我们

可以得到存在 Z → X 使得 hZ ∼= F . 而由于有限性和平展性都是 fpqc 局部的, 故
Z → X 仍然是有限平展映射.

命题 5.21. 给定连通概形 X 和几何点 x̄.
(i) 存在范畴等价

{有限局部常值层 ∈ Sh(Xét)} → {有限πét
1 (X, x̄)-集};

(ii) 存在范畴等价

{有限局部常值层 ∈ Ab(Xét)} → {有限πét
1 (X, x̄)-模}.

证明. (i) 根据定理2.3(i) 和命题5.20, 得到结论; (ii) 即为 (i) 赋予加法结构.

5.4 Abel 群预层和层构成的范畴
固定概形 X, 可以看出 PreAb(Xét) 一定是 Abel 范畴, 它里面的正合性, 核, 余核,

积, 极限和余极限等皆为正常的定义方法. 我们主要考虑的是满子范畴 Ab(Xét), 它是
加性范畴, 我们将要证明它为 Abel 范畴 (其正合性, 核, 余核, 积, 极限和余极限等和一
般拓扑空间上类似, 皆为层化).

命题 5.22. 给定概形 X 和范畴 Ab(Xét) 内的列

0→ F ′ → F → F ′′ → 0,

则下述命题等价:
(i) 列 0→ F ′ → F → F ′′ → 0 在 Ab(Xét) 内 (函子性的) 正合;
(ii) 列 0→ F ′ → F → F ′′ → 0 在 PreAb(Xét) 内正合且 F → F ′′ 满足对任意

的 U ∈ Xét 和 s ∈ F ′′(U), 存在 {Ui → U} ∈ Cov(U) 使得 s|Ui 在 F (Ui) → F ′′(Ui)
的像内;

(iii) 对所有几何点 x̄→ X, 都有 0→ F ′
x̄ → Fx̄ → F ′′

x̄ → 0 正合.

证明. (ii) 推 (i), 平凡. (i) 推 (iii) 由于取茎是正合函子, 故也平凡.
(iii) 推 (ii), 先证明满射部分. 任取 U ∈ Xét 和几何点 ū → U . 设 x̄ : ū → U → X

也为几何点. 根据定义有 Fū = Fx̄, 故 Fū → F ′′
ū 也是满射. 再由定义知道成立. 对于

其他部分, 注意到 s ∈ F (U) 为零当且仅当 sū = 0 即可, 这也是定义.

推论 5.23. 给定概形 X, 则范畴 Ab(Xét) 是 Abel 范畴.
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5.5 Kummer 理论和 Artin-Schreier 列
类似于复几何里的正合列 0 → Z → C exp−→ C∗ → 0, 我们有如下正合列 (以此取逆

极限来模拟):

定理 5.24 (Kummer 正合列). 给定概形 X 和正整数 n 使得 n 在 X 内可逆 (不被任
何剩余类域的特征整除), 则有 Ab(Xét) 内的正合列

0→ µn,X → Gm,X
t 7→tn−→ Gm,X → 0.

证明. 显然 µn,X 为 Gm,X
t 7→tn−→ Gm,X 的核. 故只需要证明满射. 取 U = SpecA 是仿射

的平展X-概形,任取 a ∈ Γ(U,Gm,X),根据假设知典范映射 V = SpecA[t]/(tn−a)→ U
是平展映射.注意到对应的环同态是有限自由的,故忠实平坦,于是是满射.因此 V → U
是平展覆盖, 根据5.22即可得到结论.

定理 5.25 (Artin-Schreier 列). 给定概形 X 和素数 p 使得在 Γ(X,OX) 内 p = 0, 则
有 Ab(Xét) 内的正合列

0→ Z/pZ
X
→ Ga,X

t 7→tp−t−→ Ga,X → 0.

证明. 类似于 Kummer 正合列, 注意到此时 SpecA[t]/(tp − t− a)→ SpecA 是平展覆
盖即可.

5.6 拟凝聚层

定义 5.26. 考虑景 Xét 上的 OX,ét-模 F 称之为拟凝聚的如果任取 U ∈ Xét, 存在
{Ui → U} ∈ Cov(U) 使得

F |Xét/Ui
∼= coker

(⊕
k∈K

OX,ét /Ui
→
⊕
l∈L

OX,ét /Ui

)
.

其中 Xét/Ui 是局部景, 其中的对象皆为 V → Ui, 覆盖皆为 Ui-映射.

注 5.27. 这个在所有景上面都可以定义.

作为下降理论的应用, 我们有如下令人震惊的结论:

定理 5.28. 如下拟凝聚层范畴是范畴等价:

Qcoh(XZar)→ Qcoh(Xét),F 7→ F ét.

证明. 这个是下降理论的直接应用, 需要用到纤维范畴 QCOH 然后可以证明其为有效
的 fpqc 下降, 但这个的证明非常复杂 (参考 [11] 定理 4.23). 我们推荐感兴趣的读者阅
读 [33] 命题 4.3.15.

注 5.29. 作为推广我们可以考虑一些特殊的景, 也满足类似结论. 见Tag 03OJ.
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6 层的一些函子

6.1 直像

定义 6.1. 考虑概形映射 f : X → Y , 设 P ∈ PreSh(Xét), 定义直像为
f∗P(U → Y ) = P(U ×Y X → X).

命题 6.2. 概形映射 f : X → Y , 设 F ∈ Sh(Xét).
(i) 必然有 f∗F ∈ Sh(Yét);
(ii) 对于 g : Y → Z, 我们有 (g ◦ f)∗ = g∗ ◦ f∗;
(iii) 若视作函子 f∗ : Ab(Xét)→ Ab(Yét), 则左正合.

证明. 此乃定义, 略去.

命题 6.3. 考虑概形映射 f : X → Y 和几何点 ȳ = Spec k → Y , 设 F ∈ Sh(Xét).
(i) 若 f 是闭浸入, 则

(f∗F )ȳ =

{
{∗} 当 ȳ 6∈ X
Fȳ 当 ȳ ∈ X

其中 {∗} 指单点集;
(ii) 若 f 是开浸入, 若 ȳ ∈ X, 则 (f∗F )ȳ = Fȳ;
(iii) 如果 f 是有限态射, 则

(f∗F )ȳ =
∏

x̄:Spec k→X,f(x̄)=ȳ

Fx̄.

若 F ∈ Ab(Xét), 则 (f∗F )ȳ =
⊕

x̄:Spec k→X,f(x̄)=ȳ Fx̄.
证明. (ii)是平凡的;(iii)颇为麻烦,需要用到严格 Hensel环的性质,我们略去,参考Tag
03QP.

(i) 当 ȳ 6∈ X, 这是显然的. 下面考虑 ȳ ∈ X 的情况. 考虑两个事实:
事实 1.对任意两个平展态射 U,U ′ → Y ,设 h : UX → U ′

X 是 X-态射,则存在 a :W →
U, b :W → U ′ 使得 aX :WX → UX 是同构且 h = bX ◦ (aX)−1.
事实 1 的证明: 设 M = U ×Y U ′ 和图像 Γh ⊂ MX . 注意到 Γh 是平展映射 pr1,X :
MX → UX 一个截面的像, 故是开的. 则存在开子概形 W ⊂M 使得 W ∩MX = Γh. 故
取 a = pr1|W , b = pr2|W 即可.
事实 2. 对平展态射 V → X, 存在一族平展态射 Ui → Y 和态射 Ui,X → V 使得
{Ui,X → V } 是 V 的是 Zariski 覆盖.
事实 2的证明:不妨设 Y, V 皆为仿射的,则化为以下简单的交换代数:假设环 R和理想
I ⊂ R, 设 R/I → S′ 平展, 则存在平展同态 R→ S 使得 S′ ∼= S/IS 是 R/I-代数同构.
这是因为平展同态总可以写成 S′ = (R/I)[x1, ..., xn]/(f̄1, ..., f̄n) 其中 ∆ = det

(
∂f̄i
∂xj

)
在 S′ 里可逆. 只需要提升成某些 f1, ..., fn 且设

S = R[x1, ..., xn, xn+1]/(f1, ..., fn, xn+1∆− 1),

其中 ∆ = det
(

∂fi
∂xj

)
即可.

回到原结论. 注意到 (f∗F )ȳ = lim−→(U,ū)
F (UX) 且 Fȳ = lim−→(V,v̄)

F (V ), 故 {(U, ū)} 在
{(V, v̄)} 内共尾, 则得证.
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6.2 逆像

定义 6.4. 考虑概形映射 f : X → Y , 设 F ∈ Sh(Yét), 定义逆像为

f−1F =

(
(U → X) 7→ lim−→

U→X×Y V

F (V → Y )

)]

.

命题 6.5. 考虑概形映射 f : X → Y , 则
(i) 有伴随函子 (f−1, f∗);
(ii) 函子 f−1 : Sh(Yét)→ Sh(Xét) 和 f−1 : Ab(Yét)→ Ab(Xét) 正合;
(iii) 对几何点 x̄→ X 和 F ∈ Sh(Yét), 设 ȳ = → X → Y , 则 (f−1F )x̄ ∼= Fȳ;
(iv) 对 g : Y → Z, 有 (g ◦ f)−1 = f−1 ◦ g−1;
(v) 对平展映射 V → Y , 有 f−1hV = hX×Y V .

证明. (i)(ii) 略去.(iv) 和 (v) 由伴随性和 Yoneda 引理显然. 考虑 (iii), 注意到

(f−1F )x̄ = lim−→
(U,ū)

(f−1F )(U)

= lim−→
(U,ū)

lim−→
a:U→X×Y V

F (U)

= lim−→
(V,a◦ū)

F (V ) = Fȳ

即可.

命题 6.6 (基变换). 考虑纤维积

X ′ X

Y ′ Y
g

ff ′

g′

⌜

其中 f 有限, 则 f ′∗ ◦ (g′)−1 = g−1 ◦ f∗.

证明. 只需验证茎即可. 注意到纤维积, 对 F ∈ Sh(Xét) 考虑几何点 ȳ′ : Spec k → Y ′,
我们有

(f ′∗(g
′)−1(F ))ȳ′ =

∏
x̄′:Spec k→X′,f ′◦x̄′=ȳ′

((g′)−1(F ))x̄′

=
∏

x̄′:Spec k→X′,f ′◦x̄′=ȳ′

Fg′◦x̄′

=
∏

x̄:Spec k→X,f◦x̄=g◦ȳ′
Fx̄ = (f∗F )g◦ȳ′ = (g−1f∗F )ȳ′

得到结论.
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6.3 零扩张函子 (下叹号函子)
定义 6.7. 考虑平展映射 j : U → X, 定义 j! : Ab(Uét)→ Ab(Xét) 为

j!F =

(
(V 7→ X) 7→

⊕
V→U

F (V → U)

)]

.

命题 6.8. 对平展映射 j : U → X, 有
(i) 有伴随函子 (j!, j

−1);
(ii) 对 F ∈ Ab(Uét) 和几何点 x̄ : Spec k → X 我们有

(j!F )x̄ =
⊕

ū:Spec k→U,j(ū)=x̄

Fū,

特别的, 函子 j! 正合;
(iii) 若 j 有限平展, 则存在 j! → j∗ 使得对任何 Ab(Uét) 都同构;
(iv) 若 j 是开浸入, 则对 F ∈ Ab(Uét) 有 j−1j∗F → F 和 F → j−1j!F 是同构.

事实上 j!F 是唯一一个使得限制在 U 上是 F , 且在其他地方的茎是 0 的 Abel 群层.

证明. (i)(iv) 平凡, 略去.(iii) 只需要考虑平展局部, 用引理5.19(ii) 即可验证.
考虑 (ii), 映射为

(j!F )x̄ = lim−→
(V,v̄)

(j!F )(V ) = lim−→
(V,v̄)

⊕
φ:V→U

F (φ)

→
⊕

ū:Spec k→U,j(ū)=x̄

Fū.

同构参考Tag 03S5.

命题 6.9 (基变换). (i) 设 f : Y → X 是概形映射且 j : V → X 平展, 考虑纤维积

Y ×X V V

Y X
f

jj′

f ′

⌜

则在 Ab((−)ét) 和 Λ-模层都有 j′! ◦ (f ′)−1 = f−1 ◦ j!;
(ii) 设 f : X → Y 是有限映射且 j : V → Y 开浸入, 且基变换之后 g : U =

X ×Y V → V 平展, 设 j′ : U → X, 则在 Ab((−)ét) 内有 f∗ ◦ j′∗ = j! ◦ g∗.

证明. (i) 考虑二者的右伴随函子, 然后因为直像和平展局部化交换即可得到结论;
(ii) 首先考虑 Y 的不在 U 内的几何点上的茎不难得知二者皆为零. 其次用命

题6.8(iv) 和命题6.6, 得到同构

j−1f∗j
′
!F = g∗(j

′)−1j′!F = g∗F .

再次用命题6.8(iv) 即可得到结论.
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命题 6.10. 对于概形 X 和闭子概形 i : Z → X 及其补 j : U → X, 则对任何
F ∈ Ab(Xét) 有正合列

0→ j!j
−1F → F → i∗i

−1F → 0.

证明. 分情况不难根据定义得到取茎之后正合, 然后用命题5.22即可.

7 平展上同调的定义和基本性质

7.1 定义

引理 7.1. 对概形 X 和 F ∈ Ab(Xét), 存在内射对象 I ∈ Ab(Xét) 使得有单射
F ↪→ I .

证明. 任取 x ∈ X 和在其上的几何点 ix : x̄ → X, 取内射 Abel 群满足 Fx̄ ↪→ I(x).
则 I (x) := ix,∗I(x) 是内射的, 故取 I =

∏
x∈X I (x) 即可得到 F ↪→

∏
x∈X Fx̄ ↪→

I .

定义 7.2. 对概形 X 和 F ∈ Ab(Xét), 不难得知截面函子 Γ(Xét,−) 左正合. 由引
理7.1知有内射预解 F ↪→ I ∗, 则定义 X 上 F 的平展上同调为

H i
ét(X,F ) := RiΓ(Xét,F ) = H iΓ(Xét,I

∗).

和我们之前定义的上同调理论类似, 我们也有如下基本结果:

命题 7.3. (i) 满足 H0
ét(X,F ) = Γ(X,F );

(ii) 若 I 内射, 则当 i > 0 时 H i
ét(X,I ) = 0;

(iii) 短正合列 0→ F ′ → F → F ′′ → 0 会诱导长正合列

0→ H0
ét(X,F

′)→ H0
ét(X,F )→ H0

ét(X,F
′′)→ H1

ét(X,F
′)→ · · · .

注 7.4. (a) 若 g : U → X 平展, 则 g−1 ◦ Γ(U,−) = Γ(U,−), 故 H i
ét(U,F |U ) =

H i
ét(U,F );

(b) 对于 f : X → Y , 因为有 F → f∗f
−1F , 则诱导 RΓ(Y,F )→ RΓ(X, f−1F ),

故可以诱导映射 H i
ét(Y,F )→ H i

ét(X, f
−1F ).

7.2 群上同调一瞥

几何人可以通过这里速成一下群的上同调理论.

定义 7.5. 设 G 是拓扑群.
(i) 一个 Abel 群 M(赋予离散拓扑) 称为 G-模, 如果有连续作用 G×M →M ;
(ii) 设 ModG 是 G-模构成的范畴. 根据Tag 04JF, 范畴 ModG 有足够内射对象.

考虑左正合函子
ΓG : ModG → AbGrps,M 7→MG,

定义群 G 的 (连续) 上同调为 H i(G,M) = RiΓG(M). 若 G 是 Galois 群则成为 Galois
上同调.
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命题 7.6. 对于群 G, 考虑群环 Z[G], 那么有自然的范畴等价 ModG → ModZ[G]. 设 Z
可以经过平凡 G 作用来作为 Z[G] 模, 则 H i(G,M) ∼= ExtiZ[G](Z,M).

证明. 近乎平凡, 略去.

定理 7.7 (Tate). 设 M 是拓扑群并且赋予连续 G-作用. 考虑复形

C∗
cont(G,M) :M → Mapscont(G,M)→ Mapscont(G×G,M)→ · · ·

其中边界算子为当 n = 0, 则 m 7→ (g 7→ g(m)−m); 当 n > 0 时定义为

d(f)(g1, ..., gn+1) = g1(f(g2, ..., gn+1))

+
n∑

j=1

(−1)jf(g1, ..., gjgj+1, ..., gn+1)

+ (−1)n+1f(g1, ..., gn).

这样定义 Tate 连续上同调为 H i
cont(G,M) := H i(C∗

cont(G,M)). 则对于 M ∈ ModG,
存在典范映射 H i(G,M)→ H i

cont(G,M). 并且当 G 是离散群或者射有限群, 则为同构
H i(G,M) ∼= H i

cont(G,M).

证明. 映射 H i(G,M) → H i
cont(G,M) 通过万有 δ-函子不难诱导. 证明见 [31] 第二

章.

7.3 点的上同调

和代数拓扑里不同, 一个点的平展上同调也是很复杂的.

引理 7.8. 设 x = Spec k, 固定几何点 x̄ = SpecΩ. 取 F ∈ Sh(xét), 则

Γ(x,F ) ∼= (Fx̄)
Gal(ksep/k).

证明. 根据命题5.20和命题5.5, 我们用 Yoneda 引理有

Γ(x,F ) = HomSh(Xét)(hx,F ) = HomGal(ksep/k)−集({∗},Fx̄) = (Fx̄)
Gal(ksep/k)

得到结论.

定理 7.9. 设 x = Spec k, x̄ = Spec ksep 和 F ∈ Ab(xét), 则对任意 i ≥ 0,

H i
ét(X,F ) ∼= H i(Gal(ksep/k),Fx̄).

证明. 根据引理, 我们得知 Γ(x,F ) = ΓGal(ksep/k)(Fx̄) := (Fx̄)
Gal(ksep/k), 故我们有

H i
ét(X,F ) = RiΓ(x,F ) = RiΓGal(ksep/k)(Fx̄) = H i(Gal(ksep/k),Fx̄)

即可得到结论.

注意到当 x = x̄ 且当 i > 0 时, 就有 H i
ét(X,F ) = 0, 这和几何上是一样的.
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7.4 严格 Hensel 局部环的上同调
我们时常会使用严格 Hensel 局部环的谱的上同调消失的结论如下:

定理 7.10. 设 R 是严格 Hensel 局部环, 设 X = SpecR 和闭点 x̄. 则对任何 F ∈
Ab(Xét) 都有 Γ(X,F ) = Fx̄. 特别的, 函子 Γ(X,−) 正合, 故对任何 F ∈ Ab(Xét) 和
i > 0 都有 H i

ét(X,F ) = 0.

证明. 设平展邻域 (U, ū), 取 ū 的的仿射邻域 SpecA, 故 R → A 平展且 κ(x̄) = κ(ū).
由命题5.16(ii) 得知作为 R-代数有 A ∼= R × A′ 且和 κ(x̄) = κ(ū) 契合. 故我们有截
面 X → SpecA. 因此平展邻域 (X, x̄) 是共尾的, 故 Γ(X,F ) = Fx̄. 其他结论就平凡
了.

7.5 平展上同调和极限一瞥

我们这里只给出叙述, 不给出证明, 详细细节参考Tag 03Q4.

定义 7.11. 设 I 是预序集, 考虑逆系统 (Xi, fi′i)I . 一个在其上定义的层系统 (Fi, ϕi′i)
为满足

(i) 层 Fi ∈ Sh(Xi,ét);
(ii) 对 i′ ≥ i, 有 Sh(Xi,ét) 内的映射 ϕi′i : f

−1
i′i Fi → Fi′

使得 ϕi′′i = ϕi′′i′ ◦ f−1
i′′i′ϕi′i.

定理 7.12 (Tag 09YQ). 考虑定向逆系统 (Xi, fi′i)I 使得 Xi 拟紧拟分离且 fi′i 仿射.
对于其上定义的层系统 (Fi, ϕi′i), 假设 fi : X = lim←−Xi → Xi 且 F := lim−→ f−1

i Fi, 则
有

lim−→H i
ét(Xi,Fi) ∼= H i

ét(X,F ).

注 7.13. 若只取层的极限, 则不需要转移映射仿射.

7.6 平展上同调的拓扑不变性一瞥

定理 7.14 (平展上同调的拓扑不变性). 设 f : X0 → X 是万有同胚 (例如幂零理想层
定义的闭浸入), 则

(i) 小平展景 Xét → (X0)ét, V 7→ V ×X X0 是同构;
(ii) 平展意象 Sh(Xét) 和 Sh((X0)ét) 是同构;
(iii) 对任何 F ∈ Ab(Xét) 和任何 q 都有 Hq

ét(X,F ) ∼= Hq
ét(X0,F |X0).

证明. (ii) 和 (iii) 由 (i) 可以得到. 而 (i) 比较复杂, 我们只给一瞥, 完整证明参考Tag
03SI. 事实上可以 (不太容易地) 约化到幂零理想层定义的闭浸入且是仿射局部的情况.
也就是说对于幂零理想 I ⊂ A, 有 Aét ∼= (A/I)ét. 事实上对于平展 A/I-代数, 可以写为

A/I[x1, ..., xn]/(f̄1, ..., f̄n)

且 det
(

∂f̄i
∂xj

)
可逆, 取一个提升得到 A[x1, ..., xn]/(f1, ..., fn), 现在考察 det

(
∂fi
∂xj

)
是否

可逆. 不难得知由于 I 幂零, 则 A/I 内可逆的元素在 A 上一定可逆.
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7.7 支撑在闭集的上同调及性质

首先, 不难证明如下事实: 对概形 X 和 F ∈ Ab(Xét), 取截面 s ∈ Γ(U,F ), 则存
在开集 W ⊂ U 使得

(i) W 是 U 内最大的开集使得 s|W = 0;
(ii) 对任何几何点 ū→ U , 设 s̄ = (U → S) ◦ ū, 则

0 = (U, ū, s) ∈ Fs̄ ⇔ ū ∈W.

读者可以自己证明, 如果想当懒狗, 参考Tag 04FR.

定义 7.15. 对概形 X 和 F ∈ Ab(Xét).
(i) 层 F 的支集为点集 supp(F ) 3 s 使得对所有 (一些)s 上的几何点 s̄ 都有

Fs̄ 6= 0;
(ii) 截面 s ∈ Γ(U,F ), 其支集 supp(s) 定义为闭集 U\W .

注 7.16. 层的支集不一定是闭的, 但如果取值是环, 那一定是闭的, 因为这时相当于单
位截面的支集.

定义 7.17. 对概形 X, 闭子概形 Z ⊂ X 和 F ∈ Ab(Xét), 定义

ΓZ(X,F ) = {s ∈ F (X) : supp(x) ⊂ Z}.

定义支撑在 Z 的平展上同调为

H i
Z,ét(X,F ) := RiΓZ(X,F ).

注 7.18. 对闭子概形 i : Z ⊂ X 和 F ∈ Ab(Xét), 定义 i!F := ker(F → i∗i
−1F ).

则 Γ(Z, i!F ) = ker(F (X) → F (U)). 不难证明 (i∗, i
!) 是伴随函子, 故 i! 左伴随, 而

且由于 i∗ 正合, 故 i! 保持内射性质. 因此 Γ(Z, i!(−)) 左正合且诱导 RiΓ(Z, i!(−)) =
RiΓZ(X,−) = H i

Z,ét(X,−). 考虑层 Rri!F (有时写作 Hr
Z(X,F )), 因为 i! 保持内射,

我们有谱序列
Ep,q

2 := Hp(Z,Rri!F )⇒ Hp+q
Z (X,F ).

命题 7.19. 对概形 X, 闭子概形 Z ⊂ X 和 F ∈ Ab(Xét), 设 U = X\Z, 则有好三角:

RΓZ(X,F )→ RΓ(X,F )→ RΓ(U,F )→ RΓZ(X,F )[1]

进而诱导出正合列:

· · · → H i
Z,ét(X,F )→ H i

ét(X,F )→ H i
ét(U,F )→ H i

Z,ét(X,F )→ · · · .

证明. 任取内射对象 I ∈ Ab(Xét), 我们断言 I (X) → I (U) 是满的. 设 j : U → X,
注意到对任何 F ∈ Ab(Xét) 都有

Hom(j!ZU ,F ) = Hom(ZU ,F |U ) = Γ(U,F ),

因为 I 是内射的, 故只需证明 j!ZU → ZX 是单射. 根据层化函子是正合的, 只需证明
对平展映射 V → X, 典范映射 ⊕

V→U

Z(U)→
⊕
V→X

Z(U)
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是单射, 而这是显然的, 故断言成立.
不难发现上述满射的核为 ΓZ(X,I ), 因此立即得到好三角

RΓZ(X,F )→ RΓ(X,F )→ RΓ(U,F )→ RΓZ(X,F )[1].

而长正合列因此是显然的.

定理 7.20 (切除). 设 f : X ′ → X 平展和闭子概形 Z ′ ⊂ X ′ 使得
(i) 设 Z := f(Z ′) 是闭集且 f |Z′ : Z ′ ∼= Z 同构;
(ii) 有 f(X ′\Z ′) ⊂ X\Z.
则对任意的 F ∈ Ab(Xét) 都有对任意 i 的同构

H i
Z,ét(X,F ) ∼= H i

Z′,ét(X
′, f−1F ).

证明. 设 U ′ = X ′\Z ′, U = X\Z, 考虑

U ′ X ′ Z ′

U X Z

∼=

j′ i′

j i

f

得到

0 ΓZ(X,F ) Γ(X,F ) Γ(U,F )

0 ΓZ′(X ′, f−1F ) Γ(X ′, f−1F ) Γ(U ′, f−1F )

其中虚线为诱导出来的映射. 由于 f−1 正合且和内射对象交换, 则只需证明诱导的

g : ΓZ(X,F )→ ΓZ′(X ′, f−1F )

是同构. 注意到若 s ∈ ker g, 则 s 在 Γ(X ′,F ) 和 Γ(U,F ) 是 0. 而 {X ′, U} 是平展覆
盖,则 s = 0,故是单射.另一方面,取 s′ ∈ ΓZ′(X ′, f−1F ) ⊂ Γ(X ′, f−1F ). 注意到 s′, 0
在 U ′ 是 0; 另外 s′ 限制 X ′ ×X X ′ ⇒ X ′ 都是相等的, 因此可以粘合成 s ∈ Γ(X,F ),
故满射.

推论 7.21. 对概形 X 和闭点 x ∈ X, 任取 F ∈ Ab(Xét), 则有

H i
x,ét(X,F ) ∼= H i

x,ét(SpecOsh
X,x,F ).

证明. 用定理7.20和定理7.12即可.

8 Čech 上同调和挠子
8.1 Čech 上同调
定义 8.1. 考虑概形 X 和一族平展覆盖 U = {Ui → X}i∈I , 考虑 P ∈ PreAb(Xét), 定
义

Čr(U,P) =
∏

(i0,...,ir)∈Ir+1

P(Ui0 ×X · · · ×X Uir)
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和映射 dr : Čr(U,P)→ Čr+1(U,P) 为

s = (si0,...,ir) 7→

r+1∑
j=0

(−1)j(si0,...,ij−1,ij+1,...,ir+1)|Ui0,...,ir+1


i0,...,ir+1

.

复形 Č∗(U,P) 称为 Čech 复形, 其上同调

Ȟ i(U,P) := H i(Č∗(U,P))

称为 P 关于覆盖 U 的 Čech 上同调.

注 8.2. 不难注意到 Čech 复形可以重新写成:

Č∗(U,P) = HomPreAb(Xét)

⊕
i0∈I

ZUi0
←

⊕
(i0,i1)∈I2

ZUi0
×XUi1

← · · ·

 ,P

 .

而且直接 (大量) 计算会得到 Hom 里面的复形 Z∗
U 是正合的 (参考Tag 03AT).

例 8.3. 考虑覆盖 U = {Y → X} 使得 Y → X 是 Galois 覆叠 G. 对 P ∈ PreAb(Xét),
假设其吧无交并映成积, 应用定理7.7则有 Ȟ i(U,P) ∼= Hr(G,P(Y )).

命题 8.4. 给定概形 X 和平展覆盖 U = {Ui → X}i∈I .
(i) 对任何内射对象 I ∈ PreAb(Xét), 对 i > 0 我们有 Ȟ i(U,I ) = 0;
(ii) 在 PreAb(Xét) 内 Ȟ i(U,−) 是 Ȟ0(U,−) 的导出函子;
(iii) 若 F ∈ Ab(Xét), 则 Ȟ0(U,F ) = Γ(X,F ).

证明. (ii) 运用万有 δ 函子理论即可;(iii) 就是层的条件之一;(i) 注意到

Ȟ i(U,I ) = H i(HomPreAb(Xét)(Z
∗
U,I ))

且 Z∗
U 正合和 I 内射即可.

定义 8.5. 考虑概形 X 和一族平展覆盖 U = {Ui → X}i∈I . 这个覆叠的一个加细指覆
盖 V = {Vj → X}j∈J 满足对任意的 Vj → X 都存在分解 Vj → Uα(j) → X. 这样会自
然诱导一个 α∗ : Č∗(U,P)→ Č∗(V,P) 为 (αrs)j0,...,jr = sα(j0),...,α(jr)|Vj0,...,jr

. 因此诱
导 ρ(V,U) : Ȟ i(U,P)→ Ȟ i(V,P). 故而可以定义 Čech 上同调为

Ȟ i
ét(X,P) := lim−→

U

Ȟ i(U,P).

命题 8.6. 给定概形 X.
(i) 对任何内射对象 I ∈ Ab(Xét), 对 i > 0 我们有 Ȟ i

ét(X,I ) = 0;
(ii) 若 F ∈ Ab(Xét), 则 Ȟ0

ét(X,F ) = Γ(X,F ).

证明. (i) 注意到遗忘函子保持内射性质, 于是在 Ab(Xét) 内也满足; (ii) 由于对所有覆
盖都满足, 因此余极限也满足.
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8.2 Čech-导出谱序列
类似于 Zariski 上同调, 平展上同调也有类似的 Čech-导出的比较结论.

引理 8.7. 考虑概形 X 和 F ∈ Ab(Xét). 考虑预层 H i(F ) : U 7→ H i
ét(U,F |U ). 考虑

遗忘函子 i : Ab(Xét)→ PreAb(Xét), 我们有 Hr(−) = Rri(−). 特别的 H i(F )] = 0.

证明. 考虑 Ab(Xét)
i−→ PreAb(Xét)

]−→ Ab(Xét), 则取内射预解 F ↪→ I ∗ 我们有
Hr(F ) = Hr(i(I ∗)). 因此 Hr(−) = Rri(−).

推论 8.8. 考虑概形 X 和 F ∈ Ab(Xét). 对 r > 0, 任取 s ∈ Hr
ét(X,F ) 都存在平展覆

盖 {Ui → X} 使得 s 在每个 Hr
ét(Ui,F |Ui) 内均为 0.

证明. 这是引理8.7的直接推论.

定理 8.9. 考虑概形 X 和 F ∈ Ab(Xét). 考虑预层 H i(F ) : U 7→ H i
ét(U,F |U ), 则有

谱序列
Ep,q

2 = Ȟp
ét(X,H

q(F ))⇒ Hp+q
ét (X,F ).

证明. 对 Ab(Xét)
i−→ PreAb(Xét)

Ȟ0
ét(X,−)
−→ AbGrps, 因为 Ȟ0

ét(X,−) ◦ i = Γ(X,−), 引
用上述引理和 Grothendieck 谱序列, 我们得到结论.

作为应用, 我们有如下比较结果:

命题 8.10. 考虑概形 X 和 F ∈ Ab(Xét). 对于 r = 0, 1, 我们有 Ȟr
ét(X,F ) ∼=

Hr
ét(X,F ).

证明. 考虑谱序列 Ep,q
2 = Ȟp

ét(X,H
q(F )) ⇒ Hp+q

ét (X,F ). 根据推论8.8, 我们得知对
s > 0 有 E0,q

2 = 0. 观察谱序列第二页:

0 0 0 • •

0 0 0 • •

0 0 E0,0
2 E1,0

2 •

即可得知对于 r = 0, 1, 有 Ȟr
ét(X,F ) ∼= Hr

ét(X,F ).

注 8.11. 如果 X 拟紧且对任何有限子集都包含在某个仿射开集内, 则对任何 F ∈
Ab(Xét) 和任何 r, 我们都有 Ȟr

ét(X,F ) ∼= Hr
ét(X,F ). 参考 [29] 内的 III.2.17.
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8.3 应用 I——Mayer-Vietoris 列
定理 8.12 (Mayer-Vietoris). 设概形 X = U ∪ V 为开集的并, 给定 F ∈ Ab(Xét), 我
们有正合列:

· · · Hs
ét(X,F ) Hs

ét(U,F )⊕Hs
ét(V,F )

Hs
ét(U ∩ V,F ) Hs+1

ét (X,F ) · · · .

证明. 设覆盖为 U = {U → X,V → X}. 根据 Čech 上同调定义, 我们有如下正合列:

0 Ȟ0(U,Hs(F )) Hs
ét(U,F )⊕Hs

ét(V,F )

Hs
ét(U ∩ V,F ) Ȟ1(U,Hs(F )) 0.

另一方面, 考虑谱序列 Ep,q
2 = Ȟp

ét(X,H
q(F )) ⇒ Hp+q

ét (X,F ). 注意到当 r > 1 时有
Ȟr(U,Hs(F )) = 0, 运用谱序列结论 [26] 命题 2.2.4 我们有如下正合列

0→ Ȟ1(U,Hs(F ))→ Hs+1
ét (X,F )→ Ȟ0(U,Hs+1(F ))→ 0.

综合两个正合列即可得到结论.

注 8.13. 直接证明参考Tag 0A50. 还有相对版本的 Mayer-Vietoris 列, 我们不再赘述,
见Tag 0EYK.

8.4 应用 II——拟凝聚层的上同调
接下来介绍一个意料之中的结果.

引理 8.14. 设 X = SpecA 仿射, 取拟凝聚层 F ét, 则对 i > 0 都有 H i
ét(X,F

ét) = 0.

证明. 我们用对 i 的归纳法.
先考虑 i = 1. 取 ξ ∈ H1

ét(X,F
ét). 将覆盖加细可以假设 Ui 仿射. 根据命题8.10得

到其对应 η′ ∈ Ȟ1(U,F ét). 设 V = {tiUi → X} 不难看出 Ȟ1(U,F ét) = Ȟ1(V,F ét).
假设 V = {SpecB → SpecA}, 则复形 Č∗(V,F ét) 为

B ⊗A M → B ⊗A B ⊗A M → B ⊗A B ⊗A B ⊗A M → · · · .

故成立.
对于 i > 1, 取 ξ ∈ H i

ét(X,F
ét), 由推论8.8存在平展覆盖 U = {Ui → X} 使得

η|Ui = 0. 将覆盖加细可以假设 Ui 仿射. 注意到 Ui0 ×X Ui1 ×X · · · ×X Uip 皆为仿射,
考虑谱序列8.9

Ep,q
2 = Ȟp

ét(X,H
q(F ))⇒ Hp+q

ét (X,F ).

根据归纳假设知道对 0 < q < p 都有 Ep,q
2 = 0, 我们可以看出 ξ 必然来自 ξ′ ∈

Ȟ i(U,F ét). 继续 i = 1 情况的证明即可.
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定理 8.15 (平展-Zariski的拟凝聚上同调比较定理). 对概形 X 和拟凝聚层 F , 对任何
i ≥ 0 我们都有

H i(X,F ) ∼= H i
ét(X,F

ét).

证明. 我们只考虑概形 X 分离的情况 (一般情况可以由Tag 03F3和 Tag 03DW得到).
取 Zariski 开覆盖 U = {Ui → X}, 根据分离性,Ui0 ×X Ui1 ×X · · · ×X Uip 皆为仿射. 则
谱序列8.9除了第一行全是零. 故我们有

H i
ét(X,F

ét) = Ȟ i(U,F ét) = Ȟ i(U,F ) = H i(X,F )

即可得到结论.

定理 8.16 (拟凝聚层). 计算拟凝聚层的平展上同调只需要计算对应小 Zariski 景内拟
凝聚层的上同调.

证明. 运用定理5.28和定理8.15即可.

因此, 我们只需要计算不是拟凝聚层的平展上同调即可. 比如挠层, 这是我们一大
目标之一.

8.5 挠子理论一瞥和应用

类似于概型理论里的挠子理论, 我们可以将其推广至小平展景.

定义 8.17. 对概形 X 和平展覆盖 U = {Ui → X}i∈I . 取取值为群 (不一定交换) 的平
展层 G ,设 Ui0···ip = Ui0×X · · ·×X Uip.我们定义取值在 G 的 1-余链为 g = (gij)(i,j)∈I2
使得 gij ∈ G (Uij) 满足

gij |Uijk
gjk|Uijk

= gik|Uijk
.

两个 1-余链 g, g′, 定义 g ∼ g′ 使得存在 (hi)i∈I 其中 hi ∈ G (Ui) 满足

g′ij = hi|Uijgij(hj |Uij )
−1.

定义 Ȟ1(U,G ) := {g}/ ∼.

注 8.18. 根据构造, 对于短正合列 1→ G ′ → G → G ′′ → 1, 我们有

1→ Γ(X,G ′)→ Γ(X,G )→ Γ(X,G ′′)→ Ȟ1(U,G ′)→ Ȟ1(U,G )→ Ȟ1(U,G ′′).

定义 8.19. 对概形 X 和取值为群 (不一定交换) 的平展层 G . 设 S ∈ Sh(Xét) 存在右
G -作用. 我们称 S 是 G -挠子如果满足

(i) 存在平展覆盖 {Ui → X} 使得 S (Ui) 6= ∅;
(ii) 对任意的平展映射 U → X 和 s ∈ Γ(U,S ), 映射 G |U → S |U , g 7→ sg 是同

构.
我们称 S 被 {Ui → X} 平凡化. 如果 S (X) 6= ∅ 我们称 S 是平凡 G -挠子.

这两个概念出现不是偶然, 事实上我们有如下结论:

定理 8.20. 对概形 X 和取值为群 (不一定交换) 的平展层 G . 我们有双射

{被U平凡化的G -挠子}/ ∼=←→ Ȟ1(U,G ).
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证明. 我们阐述映射如何诱导. 给定被 U 平凡化的 G -挠子 S . 对 U = {Ui → X}i∈I ,
给定 si ∈ S (Ui), 由于作用单可迁, 存在 gij ∈ G (Uij) 使得 (si|Uij )gij = sj |Uij . 则得到
g = (gij)I2 . 对另一组 s′i, 我们可以有 s′i = sihi, 故会得到 g ∼ g′, 因此良定义. 有关这
个证明因为没什么意思所以我们略去, 参考 [30] 命题 11.1.

注 8.21. 如果 G 是有限常值群层且 X 连通, 则

{G-挠子}/ ∼== {Galois 群为G的X的 Galois 覆盖} = Homcont(π
ét
1 (X, x̄), G).

定理 8.22 (向量丛和挠子). 对概形 X 和秩 n 局部自由模构成的群 VectnZar(X), 我们
有

VectnZar(X) ∼= Ȟ1
Zar(X,GLn,X) ∼= Ȟ1

fppf(X,GLn,X) ∼= Ȟ1
ét(X,GLn,X).

证明. 忽略, 参考 [30] 定理 11.4.

推论 8.23. 我们有
H1

ét(X,Gm,X) ∼= Pic(X).

证明. 注意到 Gm,X 交换, 根据命题8.10和定理8.22即得到结果.

推论 8.24 (Hilbert 定理 90). 对于有限 Galois 扩张 L/k, 有 H1(Gal(L/k), L∗) = 0.

证明. 注意到

H1(Gal(ksep/k), (ksep)∗) = lim−→
有限 Galois 覆盖L/k

H1(Gal(L/k), L∗)

其中后者是 L ⊂ L′ 诱导 H1(Gal(L/k), L∗) ↪→ H1(Gal(L′/k), (L′)∗). 根据推论8.23和
定理7.9得到当 X = Spec k 有 H1

ét(X,Gm,X) ∼= H1(Gal(ksep/k), (ksep)∗) 且

H1
ét(X,Gm,X) ∼= Pic(Spec k) = 0

即可得到结论.

9 高阶直像

9.1 基础性质

定义 9.1. 对概形态射 f : X → Y 和 F ∈ Ab(Xét), 因为 f∗ 左正合, 故可以得到高阶
直像 Rif∗F .

命题 9.2. 对概形态射 f : X → Y 和 F ∈ Ab(Xét), 则有

Rif∗F =
(
U 7→ H i

ét(U ×Y X,F )
)]
.
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证明. 定义函子 fpre
∗ : PreAb(Xét) → PreAb(Yét) 为 P 7→ (U 7→ Γ(U ×Y X,P)). 考

虑交换图

PreAb(Xét) PreAb(Yét)

Ab(Xét) Ab(Yét)
i

fpre
∗

]

f∗

由于 ], fpre
∗ 正合, 取内射预解 F ↪→ I ∗ 得到

Rrf∗F = H i(f∗I
∗) = Hr(] ◦ fpre

∗ ◦ iI ∗) = (fpre
∗ Hr(iI ∗))] = (fpre

∗ Hr(F ))]

即可.

推论 9.3. 对于几何点 ȳ, 我们有

(Rif∗F )ȳ = lim−→
(U,ū)

H i
ét(U ×Y X,F ).

推论 9.4. 如果 f 拟紧拟分离, 我们有

(Rif∗F )ȳ = H i
ét(SpecOsh

Y,y ×Y X,F ).

证明. 根据定义, 上述命题还有定理7.12即可得到结论 (这个在导出范畴内也对, 参
考Tag 03Q7).

例 9.5. 参考 [30] 定理 12.4, 如果 X 是正规整概形, 考虑一般点 f : η → X, 则有
(Rif∗F )η = H i

ét(SpecFracOsh
X,x ×Y X,F ).

推论 9.6. 如果 f : X → Y 是有限映射, 则对 F ∈ Ab(Xét) 有对于所有 i > 0 有
Rif∗F = 0.
证明. 这时我们有

(Rif∗F )ȳ = lim−→
(U,ū)

H i
ét(SpecOsh

Y,y ×Y X,F ).

由于 f 有限, 那么 SpecOsh
Y,y ×Y X 在 SpecOsh

Y,y 上有限. 故 SpecA = SpecOsh
Y,y ×Y X.

根据命题5.16(i) 得到 A ∼= A1 × · · · × Ar 为 Hensel 局部有限 Osh
Y,y-代数. 故而 Ai 也

是严格 Hensel 局部环. 此时 SpecA =
∐r

i=1 SpecAi, 运用定理7.10得到对 i > 0 有
(Rif∗F )ȳ = 0.

9.2 Leray 谱序列
定理 9.7 (Leray 谱序列). 对概形态射 f : X → Y 和 F ∈ Ab(Xét), 则有谱序列

Ep,q
2 = Hp

ét(Y,R
qf∗F )⇒ Hp+q

ét (X,F ).

证明. 注意到 Γ(X,−) ◦ f∗ = Γ(Y,−), 由于 f∗ 保持内射, 根据 Grothendieck 谱序列得
到

Ep,q
2 = Hp

ét(Y,R
qf∗F )⇒ Hp+q

ét (X,F )

即可.
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10 曲线的上同调 I——基础结果
我们已经知道, 计算拟凝聚层的平展上同调只需要计算对应小 Zariski 景内拟凝聚

层的上同调, 因此只需要考虑不是拟凝聚的情况. 眼下我们只能解决最简单的情况——
代数闭域上光滑曲线的上同调, 我们主要关心的是它上面挠层的上同调. 本节我们讨论
挠层里的基石——Z/nZ-系数的上同调, 求出这个我们根据有限生成 Abel 群就可以得
到常值层的上同调, 之后的内容在后续章节阐述.

10.1 Brauer 群和 Cr 域一瞥

定义 10.1. 考虑所有域 k 上的 (有限维) 中心单代数构成的集合 CSAk, 定义等价关系
为 A ∼ B 当且仅当存在中心除环 D 使得 A ∼= Matm(D), B ∼= Matn(D). 定义 Brauer
群为 Br(k) := CSAk/ ∼.

注 10.2. 由定义,Matn(D) ∼ D.

事实上根据 Wedderburn 定理, 域 k 上任何中心单代数都形如 Matn(D). 也就是
说,Br(k) 给出了 k 上中心除环的分类! 结合代数理论告诉我们, 如果 A 是中心单代数,
那么 A ⊗k k

sep ∼= Matn(ksep)(参考 Tag 0753). 也就是说, 中心除环平展局部地是局部
环, 而这一点能让我们使用 Galois 下降.

此外, 我们还能在一般的概形上定义中心单代数, 也就是所谓的 Azumaya 代数. 伽
罗瓦上同调告诉我们 Br(k) = H2(Gal(ksep/k), (ksep)∗), 根据定理7.9, 我们有 Br(k) =
H2

ét(Spec(k),Gm), 于是我们可以通过这个来定义一般概形的 Brauer 群.

定义 10.3. 域 K 称之为 Cr 的, 如果对任何 0 < dr < n 和任何 d 次齐次多项式
f ∈ K[T1, ..., Tn], 都存在不全是零的 α = (α1, ..., αn) ∈ Kn 使得 f(α) = 0.

命题 10.4. 若 K 是 C1 的, 则 Br(K) = 0.

证明. 不然, 考虑 K 上非平凡的有限维除环 D, 则 D ⊗K Ksep ∼= Matd(Ksep). 考虑行
列式映射 det : D ⊗K Ksep ∼= Matd(Ksep) → Ksep. 取 Gal(Ksep/K)-不变元得到映射
N : D → K. 因为 K 是 C1 的, 若 d > 1, 则存在非零 x ∈ D 使得 N(x) = 0. 这会推出
x 不可逆, 这不可能!

定理 10.5 (Tsen 定理). 代数闭域 k 上的 r 维代数簇 X 的函数域 k(X) 是 Cr 的.

证明. 不妨设 X 射影. 取 f ∈ k(X)[T1, ..., Tn]d 使得 0 < dr < n. 存在丰沛除子 H
使得 f 的系数在 Γ(X,OX(H)) 内. 取 α = (α1, ..., αn) 且 αi ∈ Γ(X,OX(eH)), 故
f(α) ∈ Γ(X,OX((de+ 1)H)). 故 f 诱导映射

F : Γ(X,OX(eH))⊕n → Γ(X,OX((de+ 1)H)).

根据渐进 Riemann Roch 定理得到{
n dimk Γ(X,OX(eH)) ∼ Cner;
dimk Γ(X,OX((de+ 1)H)) ∼ C(de+ 1)r.

但 dr < n, 故此时 F 必然有零点, 即 f 必然有非平凡解.
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我们还会使用 Serre 的如下定理:

定理 10.6 (Serre). 假设对于 K, 若对所有的有限扩张 K ′/K 都有 Br(K ′) = 0, 则对
所有 q ≥ 1 都有

Hq(Gal(Ksep/K), (Ksep)∗) = 0.

证明. 参考Tag 03R8.

10.2 Gm,X 的上同调

定理 10.7 (基本正合列). 设 X 是整正规概形, 设一般点嵌入为 g : η → X 和余一维
点的嵌入 iz : z → X, 则有正合列:

0→ Gm,X → g∗Gm,η →
⊕

codim(z)=1

iz,∗Z.

如果 X 光滑, 则也右正合, 进而正合.

证明. 取平展映射 φ : U → X, 不妨设 U = SpecA 连通仿射. 则根据正规性, 这个列限
制在 UZar 上正合:

0→ A∗ → K∗ ⊕vp−→
⊕

ht(p)=1

Z.

故我们得到正合列
0→ Gm,X → g∗Gm,η →

⊕
codim(z)=1

iz,∗Z.

当 X 光滑, 因为此时 Weil 除子和 Cartier 除子重合, 因此局部主, 故而右正合.

引理 10.8. 设 k 是代数闭域且 K/k 是超越度为 1 的域扩张, 则对 r ≥ 1 有

Hr
ét(SpecK,Gm) = 0.

证明. 根据定理7.9, 只需考虑 Hq(Gal(Ksep/K), (Ksep)∗). 再根据定理10.6 我们只需证
明对所有的有限扩张 K ′/K 都有 Br(K ′) = 0. 设 K ′ = lim−→K ′′ 为在 k 上超越度为 1
的有限生成扩张, 故 Br(K ′) = lim−→Br(K ′′). 于是只需考虑 k 上超越度为 1 的有限生成
扩张. 根据 Tsen 定理10.5, 我们得知这样的域都是 C1 的, 再根据命题10.4即可得到结
论.

定理 10.9. 设 X 是代数闭域 k 上的光滑射影曲线, 则

Hq
ét(X,Gm,X) =


Γ(X,OX)∗ q = 0,
Pic(X) q = 1,

0 q ≥ 2.

证明. 根据推论8.23, 只需要考虑 q ≥ 2 的情况.
• 步骤 1. 对任何 q ≥ 1, 考虑一般点嵌入 j : η → X, 则 Rqj∗Gm,η = 0.

考虑茎即可. 考虑闭点 x̄→ X, 取仿射邻域 SpecA, 设 K = Frac(A), 则

(SpecOsh
X,x̄)×X η = Spec(Osh

X,x̄ ⊗A K),
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其中后者是 DVR 的局部化. 由于现在极大理想生成元可逆, 故

Osh
X,x̄ ⊗A K = Frac(Osh

X,x̄) =: Ksh
x̄ .

因此 (Rqj∗Gm,η)x̄ = Hq
ét(SpecKsh

x̄ ,Gm). 根据引理10.8 得到结论.
若一般点, 考虑几何点 η̄, 则 Osh

η̄ = κ(η)sep, 故

(Rqj∗Gm,η)η̄ = Hq
ét(Spec(κ(η)sep)×X η,Gm)

= Hq
ét(Spec(κ(η)sep),Gm)

= Hq
ét(Gal(κ(η)sep/κ(η)sep), (κ(η)sep)∗) = 0,

于是步骤 1 成立.
• 步骤 2. 对任何 q ≥ 1, 有 Hq

ét(X, j∗Gm,η) = 0.
根据定理9.7得到

Ep,q
2 = Hp

ét(Y,R
qj∗Gm,η)⇒ Hp+q

ét (η,Gm,η).

再根据引理10.8得到当 p + q ≥ 1 时有 Hp+q
ét (η,Gm,η) = 0. 取 q = 0 再利用步骤 1 即

可得到步骤 2.
• 步骤 3. 对任何 q ≥ 1 和闭点嵌入 ix : x→ X, 有 Hq

ét
(
X,
⊕

x闭点 ix,∗Z
)
= 0.

只需证明对闭点嵌入 ix : x→ X 和 q > 0 有 Hq
ét(X, ix,∗Z) = 0. 根据推论9.6和定

理9.7得到 Hq
ét(X, ix,∗Z) = Hq

ét(x,Z). 由于代数闭, 步骤 3 成立.
• 步骤 4. 完成证明.

根据步骤 2 和步骤 3 还有正合列10.7即可得到结论.

10.3 µn,X 的上同调

引理 10.10. 若概形 X 在基概形 SpecA 上, 其中 A 是严格 Hensel 局部环且 n ∈ A∗,
则 µn,X

∼= Z/nZ
X
.

证明. 因为 µn,X = Spec
X

OX [t]/(tn − 1), 由于严格 Hensal, 多项式 tn − 1 会分裂. 故
得到平凡的平展覆盖 µn,X → X, 则 µn,X

∼= Z/nZ
X
(参考 [27] 命题 7.2.2).

定理 10.11. 设 X 是代数闭域 k 上的亏格 g 光滑射影曲线, 且 n ∈ k∗, 则

Hq
ét(X,µn,X) =


µn(k) q = 0,

Pic0(X)[n] q = 1,
Z/nZ q = 2,
0 q ≥ 3.

根据引理10.10我们有 Hq
ét

(
X,Z/nZ

X

)
=


Z/nZ q = 0,

(Z/nZ)⊕2g q = 1,
Z/nZ q = 2,
0 q ≥ 3.
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证明. 根据 Kummer 正合列5.24和定理10.9引出长正合列为:

0 µn(k) k∗ k∗

H1
ét(X,µn,X) Pic(X) Pic(X)

H2
ét(X,µn,X) 0 · · · .

(−)n

(−)n

故而当 q ≥ 3 时 Hq
ét(X,µn,X) = 0. 只需考虑 q = 1, 2. 由于代数闭, 映射 (−)n :

k∗ → k∗ 是满射, 因此对于 (−)n : Pic(X) → Pic(X), H1
ét(X,µn,X) = ker(−)n 且

H2
ét(X,µn,X) = coker(−)n. 考虑交换图

0 Pic0(X) Pic(X) Z 0

0 Pic0(X) Pic(X) Z 0

[n] (−)n ×n

根据 Abel 簇的知识我们知道 [n] 是满射且 ker[n] = Pic0(X)[n] ∼= (Z/nZ)⊕2g. 运用蛇
引理即可得到结论.

定理 10.12. 设 X 是代数闭域 k 上的仿射光滑曲线且 n ∈ k∗. 取光滑紧化 X ⊂ X ′,
设 g 为 X ′ 亏格, 设 r = #(X ′\X), 则

Hq
ét(X,µn,X) =


µn(k) q = 0,

(Z/nZ)⊕2g+r−1 q = 1,
0 q ≥ 2.

证明. 设 X = X ′\{x1, ..., xr}, 则 Pic(X) = Pic(X)/R 其中 R 被 OX′(xi) 生成. 由于
R非空,则 Pic0(X ′)→ Pic(X)是满射,故 Pic(X)可除,因此不难得知 H0

ét(X,µn,X) =
µn(k) 且当 q ≥ 2 有 Hq

ét(X,µn,X) = 0. 只需证明 H1
ét(X,µn,X) = (Z/nZ)⊕2g+r−1.

注意到我们有

H1
ét(X,µn,X) = {(L , α) : L ∈ Pic(X), α : L ⊗n ∼= OX}/ ∼=

=
{(L ′, D, α′) : L ′ ∈ Pic0(X), supp(D) ⊂ {x1, ..., xr}, α′ : (L ′)⊗n ∼= OX′(D)}

{(OX′(D), nD, 1⊗n) : degD = 0, supp(D) ⊂ {x1, ..., xr}}
.

则有

0 H1
ét(X

′,µn,X′) H1
ét(X,µn,X) (Z/nZ)⊕r Z/nZ 0

f
∑

其中 f 为 (L ′, D =
∑
ai[xi], α

′) 7→ (ai)
r
i=1. 运用定理10.11计算秩即可.
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10.4 支撑在点上的上同调

命题 10.13. 设 U 是代数闭域 k 上的光滑曲线且 n ∈ k∗. 取闭点 x ∈ U , 则

Hq
x,ét(U,µn,U ) =

{
Z/nZ q = 2,
0 q 6= 2.

证明. 由推论7.21得知 H i
x,ét(U,F ) ∼= H i

x,ét(SpecOsh
U,x,F ). 根据定理10.9得到当 i > 0

时
H i

ét(SpecOsh
U,x,Gm) = 0.

再根据命题7.19得到正合列

· · · H i
x,ét(SpecOsh

U,x,Gm) H i
ét(SpecOsh

U,x,Gm)

H i
ét(SpecOsh

U,x\{x},Gm) H i+1
x,ét (SpecOsh

U,x,Gm) · · · .

得到对 i 6= 1 有

H i−1
ét (SpecOsh

U,x\{x},Gm) ∼= H i
x,ét(SpecOsh

U,x,Gm).

由于 SpecOsh
U,x\{x} = SpecK, 根据引理10.8我们有当 i ≥ 1 时

H i
ét(SpecOsh

U,x\{x},Gm) = 0.

故

H1
x,ét(SpecOsh

U,x,Gm) =
H0

ét(SpecOsh
U,x\{x},Gm)

H0
ét(SpecOsh

U,x,Gm)
∼= Z,

且当 i 6= 1 时候有 H i
x,ét(SpecOsh

U,x,Gm) = 0. 再根据 Kummer 正合列即可得到结
论.

11 可构建层和挠层

11.1 可构建层

定义 11.1. 设 X 是概形, 设 F ∈ Sh(Xét) 称为可构建的, 如果任取仿射开集 U ⊂ X,
存在有限分解 U =

∐
i Ui 为可构建局部闭集使得 F |Ui 是有限局部常值层.

注 11.2. 对 Ab(Xét) 也同理定义, 但对一般的 Λ-模层, 需定义 F |Ui 是有限型的局部
常值层.

命题 11.3. 设概形 X 是拟紧拟分离且 F ∈ Sh(Xét)(或 Ab(Xét) 和 Λ-模层, 这时需假
设 Λ 诺特), 则 F 可构建当且仅当存在开覆盖 X =

⋃
i Ui 使得 F |Ui 可构建当且仅当

存在分解 X =
⋃

i Ui 可构建局部闭集使得 F |Ui 是有限局部常值层.

证明. 纯粹的点集拓扑和层论, 参考Tag 095E.
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命题 11.4. (i) 设 f : X → Y 是概形映射, 令 F Sh(Yét)(或 Ab(Yét) 和 Λ-模层, 其中
Λ 诺特) 是可构建的, 则 f−1F 也是可构建的;

(ii) 设 X 是概形, 则 Sh(Xét) 内的可构建层关于有限极限和余极限封闭, 若为
Ab(Yét) 和 Λ-模层 (其中 Λ 诺特), 则为弱 Serre 子范畴 (若 X 诺特, 则可为强 Serre
子范畴);

(iii) 若 X 拟紧拟分离, 若 F ∈ Ab(Xét)(或 Λ-模层, 其中 Λ 诺特) 可构建, 则
supp(F ) 也可构建.

证明. 纯粹的点集拓扑和层论, 参考Tag 095G, Tag 03RZ,Tag 09YS 和Tag 098H.

引理 11.5. 设 j : U → X 是拟紧拟分离概形间的平展映射, 则
(i) 层 hU 可构建;
(ii) 对于有限 Abel 群 M(或 Λ-模, 其中 Λ 诺特), 层 j!MU 可构建.

证明. 运用如下结论:
• 事实. 若 U → X 是拟紧拟分离概形间的平展映射, 则存在有限分解 X =

∐
iXi 为可

构建局部闭集使得 πi : Xi ×X U → Xi 是有限平展映射.(参考Tag 03S0)
(i) 根据这个事实和命题5.20即可得到结论.
(ii) 运用命题6.9(i) 和命题6.8(iii) 可以得到

(j!MU )|Xi = πi,!M = πi,∗M.

此时 πi 有限平展, 则根据直像是平展局部的且引理5.19(ii), 因此 πi,∗M 必然是有限局
部常值.

命题 11.6. 设概形 X 拟紧拟分离. 若 F ∈ Sh(Xét)(或 Λ-模, 其中 Λ 诺特), 则 F 是
可构建层的滤余极限.

证明. 我们需要如下结论 (参考Tag 093C):
• 事实 1. 任何 Sh(Xét) 内的层都可以写成

Coequalizer

 ∐
j=1,...,m

hVj ⇒
∐

i=1,...,n

hUi


其中 Vj , Ui 均为 Xét 内的拟紧拟分离元.
• 事实 2. 任何 (Λ 诺特)Λ-模都可以写成

coker

 ∐
j=1,...,m

jVj ,!ΛVj
−→

∐
i=1,...,n

jUi,!ΛUi


其中 Vj , Ui 均为 Xét 内的拟紧拟分离元.

故根据命题11.4和引理11.5即可得到.
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11.2 挠层

定义 11.7. 设 X 是概形, 设 F ∈ Ab(Xét), 如果任何 F (U) 是挠群, 则称其为挠层.
命题 11.8. 若 f : X → Y 拟紧拟分离, 则若 F ∈ Ab(Xét) 是挠层, 则 Rnf∗F 也是挠
层.
证明. 注意到

Rnf∗F = (U 7→ Hn
ét(U ×Y X,F ))] .

可以取仿射 V 使得 X ×Y V 是拟紧拟分离的 (因为 f 是如此). 因此只需要证明若
F ∈ Ab(Xét) 是挠层且 X 拟紧拟分离, 则 Hn

ét(X,F ) 是挠群. 设 F =
⋃

d F [d] 其中
F [d] 是 d-挠元的部分, 根据定理7.12我们有

Hn
ét(X,F ) = lim−→

d

Hn
ét(X,F [d]).

而 Hn
ét(X,F [d]) 也是 d-挠群, 故成立.

命题 11.9. 若 F ∈ Ab(Xét) 是挠层, 则 F 是可构建层的滤余极限.
证明. 设 F =

⋃
d F [d] 其中 F [d] 是 d-挠元的部分, 视 F [d] 为 Z/dZ-模. 根据命

题11.6即可得到结论.

注 11.10. 若 X 诺特, 任取 E 在特殊化下稳定, 如果挠层 F 在 E 上支撑, 那么其可
以写为在 E 上支撑的可构建层的滤余极限. 这是因为命题11.4知道每个 Fi → F 的
像 F ′

i 均为可构建, 则 F = lim−→F ′
i . 其支集可构建且在 E 内, 则闭包也是如此.

12 曲线的上同调 II——挠层的上同调
12.1 迹映射方法基础

考虑 Ab((−)ét) 内的函子. 对于平展映射 f : Y → X, 有伴随对 (f!, f
−1) 和

(f−1, f∗). 因此得到映射 id→ f∗f
−1 和 f!f

−1 → id.
定义 12.1. 根据命题6.8(iii), 当 f 有限平展时 f∗ = f!, 因此有映射 f∗f

−1 → id, 称之
为迹映射.
命题 12.2. 设 f : Y → X 有限平展, 则迹映射被如下性质所决定:

(a) 和 X 上的平展局部化交换;
(b) 若 Y =

∐d
i=1X, 则迹映射是求和映射 f∗f

−1F = F⊕d → F .
证明. 根据引理5.19, 用 (a) 考虑平展局部上自然是 (b) 中的情况.

命题 12.3 (迹映射方法). 设 f : Y → X 处处满足 deg f = d, 则不难看出 F →
f∗f

−1F → F 是乘 d 映射. 如果 F ∈ Ab(Xét) 满足乘 d 映射是同构, 则有单射
Hn

ét(X,F ) ↪→ Hn
ét(Y, f

−1F ).

特别的, 如果 Hn
ét(Y, f

−1F ) = 0, 则 Hn
ét(X,F ) = 0.

证明. 注意到因为 f 有限, 则 Hn
ét(Y, f

−1F ) = Hn
ét(X, f∗f

−1F ). 乘 d 映射诱导

Hn
ét(X,F )→ Hn

ét(Y, f
−1F )→ Hn

ét(X,F )

是同构, 于是成立.
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12.2 挠层的上同调

定理 12.4. 设 X 是代数闭域 k 上的分离有限型一维概形且 F ∈ Ab(Xét) 是挠层, 则
(i) 对任何 q > 2 有 Hq

ét(X,F ) = 0;
(ii) 若 X 仿射, 则对任何 q > 1 有 Hq

ét(X,F ) = 0;
(iii) 若 p = char(k) > 0 且 F 是 p-幂次挠层, 则对任何 q > 1 有 Hq

ét(X,F ) = 0;
(iv) 如果 F 是可构建层且和 char(k) 互素的挠层, 则 Hq

ét(X,F ) 有限;
(v) 如果 F 是可构建层且 X 紧合, 则 Hq

ét(X,F ) 有限;
(vi) 对任何代数闭扩张 K/k, 如果 F 是 char(k) 互素的挠层, 则 Hq

ét(X,F ) ∼=
Hq

ét(XK ,F |XK
);

(vii) 对任何代数闭扩张 K/k, 如果 X 是紧合, 则 Hq
ét(X,F ) ∼= Hq

ét(XK ,F |XK
);

(viii) 对任何开集 U ⊂ X, 映射 H2
ét(X,F )→ H2

ét(U,F ) 是满射.

参考Tag 03SB. 这是本节最重要的结论, 这些命题的证明事实上是殊途同归的, 我
们只以 (i)和 (iii)在光滑的情况下来举例说明. 对于不光滑的情况,取概形的既约结构,
因为是一个加厚所以不改变上同调. 然后取正规化, 我们总能得到一个交换图和一些函
子运算的交换性. 最后, 把曲线分解成连通分支即可, 更多细节我们不在介绍.

这里按照惯例我们定义局部系为有限局部常值层,记作 Loc(X)(在第二部分——反
常层处我们将假设 Loc(X) 另一个特殊的局部系). 我们首先证明如下结论:

定理 12.5. 设 X 是代数闭域 k 上的光滑曲线且 F ∈ Ab(Xét) 是挠层 (且挠部分在 k
中可逆), 则对 q > 2 有 Hq

ét(X,F ) = 0.

引理 12.6. 设 X 是代数闭域 k 上的光滑曲线且局部系 F 的挠部分在 k 中可逆, 则
对 q > 2 有 Hq

ét(X,F ) = 0.

证明. 设 ` 在 k 中可逆, 如果 F 是一个 Z/`Z-层, 即对于每个平展开集 U , 层 F (U)
是 Z/`Z 线性空间. 对于某个 k 中可逆的 d, 取 d 次平展覆叠 π : U → X 使得 F |U
是常值层. 由于是线性空间上, 故乘 d 为同构, 根据命题12.3 和定理10.11, 我们得知对
q > 2 有 Hq

ét(X,F ) = 0.
一般地, 将 F 分解成 F1 ⊕ ...⊕Fr, 其中 Fi 被 `i 的幂次消灭, F 被某个 ` 的幂

次消灭. 最后, 记 F [`] 为 F 的 `-挠部分, 考虑正合列 0→ F [`]→ F → F/F [`]→ 0,
然后归纳即可.

引理 12.7. 设 X 是代数闭域 k 上的光滑曲线且可构建层 F 的挠部分在 k 中可逆, 根
据点集拓扑推导不难得知存在稠密开浸入 j : U → X 使得 F |U ∈ Loc(U). 考虑下面
命题等价:

(a) 对 q > 2 有 Hq
ét(X,F ) = 0;

(b) 对 q > 2 有 Hq
ét(X, j!j

−1F ) = 0.

证明. 设 Z = X\U 和 i : Z → X, 根据命题6.10有正合列

0→ j!j
−1F → F → i∗i

−1F → 0.

注意到 Hq
ét(X, i∗i

−1F ) = Hq
ét(Z, i

−1F )且 Z 是代数闭域的谱的乘积,因此诱导长正合
列即可得到证明.
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定理12.5的证明. 根据命题11.9, 只需考虑可构建层的情况. 再根据引理12.7, 我们只需
要证明: 对稠密开浸入 j : U → X 和 F ∈ Loc(U), 对 q > 2 有 Hq

ét(X, j!F ) = 0.
再次使用迹映射方法,取合适的有限平展覆盖 g : V → U ,只需考虑形如 j!g∗g

−1F
的上同调且使得 g−1F 是常值层. 由 Zariski 主定理, 有分解

Y

V X

U

g j

a b

为开浸入 a 和有限态射 b 的复合. 不难验证得到 j!g∗ = b∗a!, 只需要证明对 q > 2 有
Hq

ét(Y, a!Z/`Z) = 0, 其中 ` 在 k 里可逆. 只需要考虑 a!a
−1Z/`Z, 根据引理12.7和引

理12.6.

再考虑如下:

定理 12.8. 设 X 是代数闭域 k 上的光滑曲线, 设 p = char(k) > 0 且 F 是 p-幂次挠
层, 则对任何 q > 1 有 Hq

ét(X,F ) = 0.

引理 12.9. 设 k 是一个特征 p 代数闭域, 设 V 是有限维 k-线性空间. 设线性映射
F : V → V 是加性的且 F (ax) = apF (x). 那么 F − id : V → V 是满射.

证明. 交换代数, 参考Tag 0A3L.

命题 12.10. 设 X/k 是 d 维紧合概形, 那么对于 q > d, 有 Hq
ét(X,Z/pZ) = 0.

证明. 考虑 Artin-Schreier 正合列定理5.25:

0→ Z/pZ
X
→ Ga,X

t 7→tp−t−→ Ga,X → 0.

诱导长正合列为

· · · → Hd
ét(X,OX)

F id−→ Hd
ét(X,OX)→ Hd+1

ét (X,Z/pZ)→ 0→ · · · .

其中根据定理8.15和 Grothendieck 消灭定理得知当 q > d 有 Hq
ét(X,OX) = 0, 因

此之后的项是 0. 因此当 q > d + 1 时 Hq
ét(X,Z/pZ) = 0. 再根据引理12.9得到

Hd+1
ét (X,Z/pZ) = 0, 于是得到结果.

定理12.8的证明. 类似定理12.5的证明, 化归到局部系, 然后再到可构建层即可, 略去.

事实上定理12.4的某些可以减弱至可分闭域:

命题 12.11 (参考Tag 0A5E). 设 K/k 是可分闭域的扩张, 设 X 在 Spec k 上紧合且维
数不大于 1, 则对挠层 F ∈ Ab(Xét) 有 Hq

ét(X,F ) ∼= Hq
ét(XK ,F |XK

).
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13 上同调维数 I——一般情况
定义 13.1. 对于概形 X, 定义其 (平展) 上同调维数为

cd(X) := min{d :对于所有挠 Abel 层F都有当q > d时有Hq
ét(X,F ) = 0}

或者 cd(X) =∞.
引理 13.2 (Tate). 设 L/K 是域扩张, 那么 cd(L) ≤ cd(K) + trdeg(L/K).
证明. 首先断言: 若 X 是 K 上的一维代数概形, 则 cd(X) ≤ cd(K) + 1. 对 f : X →
SpecK 和挠层 F 用 Leray 谱序列

Ep,q
2 = Hp

ét(SpecK,Rqf∗F )⇒ Hp+q
ét (X,F ).

注意到对于几何点 x̄ : Spec K̄ → SpecK, 由推论9.4 有 (Rqf∗F )x̄ = Hq(XK̄ ,F ). 当
q > 1 时由定理12.4知为 0. 分析谱序列得到断言成立.

回到引理本身. 若 trdeg(L/K) = ∞ 则显然成立. 当超越度有限时, 根据归纳法不
妨设 trdeg(L/K) = 1. 设 L = lim−→i

Ai 是一些有限生成 K 代数的滤余极限, 这些 Ai 的

维数都不超过 1. 再利用断言和定理7.12即可得到结论.

定理 13.3. 设 X 是代数闭域 k 上的代数簇, 则 cd(X) ≤ 2 dimX.
证明. 固定一个挠层 F , 用归纳法.
• 步骤 1. 对一般点含入 j : η → X, 划归到形如 j∗F 的情况.

注意到映射 F → j∗j
−1F 诱导同构 (F )η ∼= (j∗j

−1F )η. 其核和余核都是支撑在
维数更小的闭子概形上的层. 根据归纳假设只需要证明 j∗F 的情况.
• 步骤 2. Rqj∗F 支撑在维数 dimX − q 的子簇上.

对于X 的任何不可约闭子簇 Z,设 Z 的一般点为 ξ,然后选择一个几何点 ξ̄ → ξ →
Z. 注意到由推论9.4得到 (Rqj∗F )ξ̄ = Hq(Frac(Osh

ξ̄
),F ). 由于 Frac(Osh

ξ̄
)/Frac(Oξ̄)

是代数扩张 (因为其为有限扩张的极限), 注意到
trdeg(Frac(Oξ̄)/k) = dimX − dimZ,

根据引理13.2得知成立.
• 步骤 3. 完成证明.

考虑 Leray 谱序列 Ep,q
2 = Hp

ét(X,R
qj∗F )⇒ Hp+q

ét (η,F ) 如图 (n = dimX):

E2

n

n
2n

l1 : p+ q = n

l2 : p+ 2q = 2n

E
q,0

2

E
q−1,1

2

0

L

根据归纳, 当 p > 2(n − q) 且 q > 0 时 Ep,q
2 = 0; 由引理13.2知当 p + q > n 时

Hp+q(η,F ) = 0. 故在图中 l1 右方区域均收敛至 0, 在 l2 右方的区域均为零. 于是考
虑当 p > 2 dimX 时有 Ep−1,1

2 = 0, 故 Ep,0
2 = Ep,0

∞ . 在虚线 L 上全部收敛至 0, 因此
Ep,0

2 = 0, 则证明完毕.
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14 基变换定理

14.1 经典拓扑里的紧合基变换

定义 14.1. 连续映射 f : X → S 称为紧合的如果 f 是万有闭的且 ∆ : X → X ×S X
是闭映射. 如果 f 紧合当且仅当紧集的逆像仍然是紧的, 我们称 f 是拟紧合 (更多的
参考Tag 005M).

引理 14.2. 设 f : X → Y 是紧合映射, 则对于任何 X 上的层 F 和点 y ∈ Y 都有

(Rf∗F )y ∼= RΓ(Xy,F |Xy),

其中 Xy = f−1(y).

证明. 我们需要如下结论 (参考Tag 09V3):
• 设 Z 是空间 X 的紧子集使得任何两个 Z 内的点都有 X 内的不交开邻域包含它们,
则对层 F ∈ Ab(X) 都有 lim−→U⊃Z

Hr(U,F ) ∼= Hr(Z,F |Z).
回到引理本身. 取内射预解用伴随性不难得到映射 (Rf∗F )y → RΓ(Xy,F |Xy).

取内射预解 F ↪→ I ∗, 由于 I ∗|Xy 是 Γ(Xy,−)-零调的, 故 RΓ(Xy,F |Xy) 可被
Γ(Xy,I ∗|Xy) 表示, 故只需证明同构

lim−→
V

I ∗(f−1(V )) ∼= Γ(Xy,I
∗|Xy).

注意到如果 Xy ⊂ U 是开邻域, 由于 f 闭, 则设 V = Y \f(X\U) 就得到 f−1(V ) ⊂ U ,
进而此系统共尾, 因此根据上述结论即可得到结论.

定理 14.3 (拓扑紧合基变换). 设 f : X → Y 是紧合的映射, 设 g : Y ′ → Y 是连续映
射, 考虑纤维积

X ′ := X ×Y Y
′ X

Y ′ Y
g

ff ′

g′

⌜

则对层 F ∈ Ab(X) 都有 g−1(Rf∗F ) ∼= Rf ′∗((g
′)−1F ).

证明. 取内射预解用伴随性不难得到所述映射, 故只需在茎上证明同构即可. 取 y′ ∈ Y
在 y ∈ Y 上, 根据引理14.2得到同构

(Rf ′∗((g
′)−1F ))y′ = RΓ((f ′)−1(y′), (g′)−1F |(f ′)−1(y′))

和
(Rf∗F )y = RΓ(f−1(y),F |f−1(y))

于是同构是显然的, 故成立.
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14.2 紧合基变换的叙述和证明

但平展上同调的紧合基变换类比没有这么容易.

引理 14.4. 对概形的紧合映射 f : X → S 和几何点 s̄→ S, 对任意的 F ∈ Sh(Xét) 都
有双射

(f∗F )s̄ → Γ(Xs̄,Fs̄).

证明. 这个需要 Hensel 对的一些结果, 见Tag 0A3T.

引理 14.5. 设 ` 是任一素数且 A 是严格 Hensel 局部环, 设 X → Spec(A) 紧合, 那么
对于挠层 F ∈ Ab(Xét) 有

Hq
ét(X,F ) ∼= Hq

ét(X0,F |X0),

其中 X0 是特殊纤维.

证明. 这个结论颇为复杂,直接证明需要 Artin逼近等技术,我们略去.读者可以用紧合
基变换来推出它 (其实和紧合基变换等价). 而 [35]内只证明了 F`-模层且 X = P1

A 的情
况 (我们也只需要这个条件), 我们简述一下这种情况: 取 F`-模内射预解 F ↪→ I ∗, 可
以证明 I ∗|X0 是 F |X0 的右 H0

ét(X0,−)-零调的 (参考Tag 0A5H),于是 Hq
ét(X0,F |X0)

可以由 H0
ét(X0,F |X0) 得到, 再由引理14.4即可得到结论.

注 14.6. 在复几何里有一个给予动机的类比 (证明见 [38] 定理 9.3):
• Ehresmann 定理. 设 f : X → (B, 0) 是微分流形之间的紧合浸没, 其中 B 是可
缩的流形且 0 是其上的一个基点. 则存在微分同胚 T : X ∼= X0 × B 使得对投影
p : X0 × B → B 满足 p ◦ T = f . 因此在此种情况下有同伦等价 X ' X0, 因此有相同
的上同调.

定理 14.7 (紧合基变换). 设 f : X → Y 是概形间的紧合映射, 对任何概形映射 g :
Y ′ → Y 和纤维积

X ′ := X ×Y Y
′ X

Y ′ Y
g

ff ′

g′

⌜

对任何挠层 F ∈ Ab(Xét), 都有同构

g−1Rf∗F −→ Rf ′∗(g
′)−1F .

证明. 我们需要如下几个步骤来得到证明.
• 步骤 1. 先证明不导出的情况对任意的 F ∈ Sh(Xét) 成立.

映射不难由伴随性给出, 同构只需要在茎上验证, 根据引理14.4即可得到结论.
• 步骤 2. 研究几个基变换的重要关系.

为了方便, 如果对任何 S′ → S 和基变换 X ×S S
′ 和挠层 F ∈ Ab(Xét) 都满足定

理的结论, 我们就称 f : X → S 和上同调的基变换交换. 则我们有如下结论:
•• (a) 紧合映射 f : X → Y 和上同调的基变换交换当且仅当对任何素数 ` 和内射
F`-模层 I ∈ Sh(Xét) 和任何 Y ′ → Y 和定理的基变换 X ×Y Y

′, 对任何 q > 0 都有层
Rqf ′∗(g

′)−1I = 0.
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这个不太困难, 首先设 F = lim−→F [n], 根据定理7.12不难得出高阶直像和滤余极限
交换, 而逆像本来就交换, 因此只需要假设 F 被某个 n 零化. 取素数 `|n, 考虑

0→ F [`]→ F → F/F [`]→ 0,

运用 5-引理, 只需对 F [`],F/F [`] 证明即可. 不断重复这一步骤, 则不妨设 F 被某个
素数 ` 零化. 取 F`-模内射预解 F ↪→ I ∗, 只需证明对 I ∗ 运用步骤 1 即可.
•• (b) 若 f : X → Y 有限, 则其和上同调的基变换交换.

这个基本上平凡, 运用 (a) 和推论9.6即可得到结果.
•• (c) 对紧合映射 f : X → Y 和 g : Y → Z, 若 f, g 都和上同调的基变换交换, 则 g ◦ f
也是如此;
•• (d) 对紧合映射 f : X → Y 和 g : Y → Z, 若 f, g ◦ f 都和上同调的基变换交换且 f
是满射, 则 g 也是如此.

(b)(c) 证明类似, 运用相对 Leray 谱序列即可, 参考Tag 0A4C 和Tag 0A4D, 我们
略去.
• 步骤 3. 将问题划归到 (相对) 射影空间.

根据命题9.2, 我们可以考虑 Zariski 局部, 于是不妨设 Y 仿射. 由 Chow 引理得到
如下交换图:

X X ′′ Pn
Y

Y

f
f ′′

π i

其中 π 是 (H-) 射影满射且 f ′′ 是紧合映射. 根据步骤 2 的 (b), 则 i 和上同调的基变换
交换. 如果我们证明了对形如 Pn

S → S 的映射也和上同调的基变换交换, 那么根据步骤
2 的 (c) 得到 f ′′, π 和上同调的基变换交换, 再根据步骤 2 的 (d), 我们就得到了 f 和
上同调的基变换交换. 因此问题划归到了形如 Pn

S → S 的映射.
• 步骤 4. 将问题划归到 (相对) 射影直线.

注意到对于 n > 0, 有有限满射

P1
S ×S · · · ×S P1

S → Pn
S

为 ((x1 : y1), (x2 : y2), . . . , (xn : yn)) 7→ (F0 : . . . : Fn), 其中 Fi 是 xi, yi 的整系数多项
式满足 ∏

i

(xit+ yi) = F0t
n + F1t

n−1 + . . .+ Fn.

因此根据步骤 2 的 (c) 和 (d) 只需要考虑 P1
S → S 的情况.

• 步骤 5. 完成证明.
对任何 g : T → S 和 F 是 F` 模层 (根据步骤 2 的 (a) 的证明, 只需考虑这种情

况), 观察交换图
P1
T P1

S

T S
g

f ′ f

g′
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只需要在茎上验证. 首先注意到对几何点 s̄′ → S, 根据引理14.5和推论9.4我们有

(Rqf∗F )s̄′ = Hq(P1
Osh
S,s̄′
,F |P1

Osh
S,s̄′

) = Hq(P1
κ(s′)sep ,F |P1

κ(s′)sep
).

因此考虑几何点 t̄→ T , 设 s̄ = g(t̄), 考虑映射 g−1Rqf∗F → Rqf ′∗(g
′)−1F 的茎为

Hq(P1
κ(s)sep ,F |P1

κ(s)sep
)→ Hq(P1

κ(t)sep ,F |P1
κ(t)sep

).

根据命题12.11即可得到结论.

注 14.8. 对挠上同调的 F ∈ D+(Xét) 也对, 根据一般的紧合基变换和一个谱序列
(Tag 015J) 即可得到.

14.3 紧合基变换的应用

命题 14.9 (相对上同调维数). 若紧合概形映射 f : X → Y 满足纤维维数 ≤ n, 则对所
有挠层 F ∈ Ab(Xét) 都有当 q > 2n 时 Rqf∗F = 0.

证明. 当 n = 0 时, 因为紧合且拟有限, 则 f 有限, 故命题由推论9.6得到.
当 n > 0 时, 只需要证明茎为零即可. 对几何点映射运用紧合基变换14.7和上同调

维数的结果13.3即可得到结论.

引理 14.10. 设概形 X 拟紧拟分离, 设 E ∈ Ab(Xét) 且 A ∈ AbGrps, 则

RΓ(X, E ⊗L
Z A) = RΓ(X, E )⊗L

Z A.

证明. 更一般的情况考虑Tag 0F0E. 参照上述 Tag 里的证明, 可以不妨设 A 是平坦 Z-
模. 因此只需证明当 A 是平坦 Z-模时有 Hn

ét(X, E ⊗L
Z A) = Hn

ét(X, E )⊗L
Z A. 根据一个

有趣的代数结论, 即平坦模都可以写成有限自由模的滤余极限 (Lazard 定理, 参考Tag
058G), 故而不妨设 A 是有限自由 Z-模, 而此时结论显然成立.

命题 14.11. 假设 f : X → Y 紧合, 对任何挠层 E ∈ Ab(Xét) 和层 G ∈ Ab(Yét) (对
D+(Xét) 内挠上同调的 E 和 D+(Yét) 内的 G 也行), 我们有

Rf∗E ⊗L
Z G = Rf∗(E ⊗L

Z f
−1G ).

证明. 更一般的情况考虑Tag 0F0F. 映射不难由伴随性给出, 因此只需要在茎上验证.
首先注意到

(E ⊗L
Z f

−1G )⊗L
Z Q = (E ⊗L

Z Q)⊗L
Q (f−1G ⊗L

Z Q) = 0,

则满足紧合基变换的条件, 因此运用定理14.7和引理14.10即可.

注 14.12. 对挠环 Λ 和 E ∈ D(Xét,Λ) 和 G ∈ D(Yét,Λ) 也对, 参考Tag 0F0G.
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14.4 经典拓扑里的光滑基变换

定义 14.13. 我们称拓扑空间间的连续映射 f : X → Y 是光滑的, 如果对任何 x ∈ X,
存在其开邻域同胚于 U × [0, 1]n, 其中 U 是 f(x) 的开邻域.
定理 14.14 (拓扑的光滑基变换). 对任何 F ∈ Loc(X) 和纤维积

X ′ = X ×S S
′ X

S′ S

f ′

g

g′

f
⌜

如果 g 光滑, 则有 g−1Rif∗F ∼= Rif ′∗(g
′)−1F .

证明. 映射类似于拓扑紧合基变换, 由于高阶直像可以是上同调群的层化, 我们只需证
明

H i(X × [0, 1]n, (g′)−1F ) ∼= H i(X,F ).

因为有同伦等价 X × [0, 1]n ' X, 如果局部系的上同调在同伦等价下不变, 我们就得到
结论.

我们只需证明若 h0, h1 : Y ′ ⇒ Y 是同伦的映射, 那么会诱导相同的 H i(Y,A) →
H i(Y ′, A), 其中 A 是常值 Abel 群层. 设同伦为 F : [0, 1] × Y ′ → Y 使得 F |0×Y =
f0, F |1×Y = f1. 取 jt : Y

′ → Y ′× [0, 1] 为 y′ 7→ (t, y′), 则有 f0 = F ◦ j0, f1 = F ◦ j1, 因
此只需证明对任何 t ∈ [0, 1], 映射 jt 都诱导相同的 H i(Y ′ × [0, 1], A)→ H i(Y ′, A). 考
虑 π : [0, 1]× Y ′ → Y ′ 为自然投影, 则有 π ◦ jt = idY ′ , 因此只需要考虑 π 诱导上同调
群同构.

根据 Leray 谱序列有 Ep,q
2 = Hp(Y ′, Rqπ∗A) ⇒ Hp+q([0, 1] × Y ′, A). 根据拓扑的

紧合基变换14.3得到对任意的 y′ ∈ Y ′ 有自然同构 Riπ∗(A)y′ ∼= H i([0, 1], A). 由层上同
调-奇异上同调比较定理19.1得知当 i > 0 时有

H i([0, 1], A) ∼= H i
sing([0, 1], A) = 0.

故有典范同构 A ∼= π∗A 且当 i > 0 有 Riπ∗A = 0. 因此 Leray 谱序列退化, 故而所有
边界映射

Hp(Y ′, π∗A)→ Hp([0, 1]× Y ′, A)

是同构. 最后, 不难验证得到此映射即为:
Hp(Y ′, π∗A)→ Hp([0, 1]× Y ′, π−1π∗A)→ Hp([0, 1]× Y ′, A),

故而因为 π∗A → π−1π∗A → A 是单位, 故边界映射和 A ∼= π∗A 诱导的同构即为 π 诱
导的映射.

14.5 光滑基变换一瞥

定理 14.15 (光滑基变换). 对概形映射 f : X → S 和挠群 F ∈ Ab(Xét) 使得挠阶数
在 S 内可逆. 对于纤维积

X ′ = X ×S S
′ X

S′ S

f ′

g

g′

f
⌜
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其中 S′ = lim←−λ
Sλ 为光滑 S 概形 Sλ 构成的拟系统满足转移映射 Sλ′ → Sλ 是仿射的,

因此有典范同构
g−1Rif∗F ∼= Rif ′∗(g

′)−1F .

这个定理的证明非常之复杂, 需要用到太多的技术和技巧, 想学的读者请参考笔记
(smooth-base-change) 或者 Tag 0EYQ. 这个也对任何 E ∈ D+(Xét) 满足 Hq(E) 是的
茎的挠系数在 S 可逆的复形都成立.

14.6 紧合-光滑基变换及有限性定理
定理 14.16 (紧合-光滑基变换). 设 f : X → Y 紧合且光滑, 则对任何 F ∈ Loc(X) 满
足挠阶数在 Y 内可逆, 则有 Rif∗F ∈ Loc(Y ).

定理 14.17 (有限性定理). 设 f : X → Y 紧合, 则对任何可构建层 F ∈ Ab(Xét) 有
Rif∗F 可构建.

14.7 特化和余特化映射

这里我们给这些映射一个简要介绍和构造.参考Tag 0GJ2, Tag 0GJM和Tag 0GJT.

定义 14.18 (局部零调). 设 f : X → S 是概形映射, 取几何点 x̄→ X 和 s̄ = f(x̄). 取
几何点 t̄→ SpecOsh

S,s̄, 我们有交换图:

Fx̄,t̄ := t̄×SpecOsh
S,s̄

SpecOsh
X,x̄ SpecOsh

X,x̄ X

t̄ SpecOsh
S,s̄ S

我们称 Fx̄,t̄ 是 f 在 x̄ 的 vanishing cycle. 取 K ∈ D(Xét), 根据定理7.12得到 Kx̄ =
RΓ(SpecOsh

X,x̄,K), 故得到映射

αK,x̄,t̄ : Kx̄ → RΓ(Fx̄,t̄,K).

我们称 f 在 x̄ 关于 K 局部零调, 如果 αK,x̄,t̄ 是同构.

定义 14.19. 设 f : X → S 是概形映射, 取几何点 x̄ → X 和 s̄ = f(x̄). 取几何点
t̄→ SpecOsh

S,s̄ 和 K ∈ D+(Xét). 假设 f 关于 K 局部零调. 考虑

Xt̄ X ×S SpecOsh
S,s̄ Xs̄

X

q

h

p

i

r
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伴随性给出 βK,s̄,t̄ : p−1K → Rh∗(q
−1K). 可以证明此时 i−1βK,s̄,t̄ 是同构 (见Tag

0GJU), 故我们有余特化映射

cosp : RΓ(Xt̄, q
−1K) = RΓ(X ×S SpecOsh

S,s̄, Rh∗(q
−1K))

i−1

−→ RΓ(Xs̄, i
−1Rh∗(q

−1K))

(i−1βK,s̄,t̄)
−1

−→ RΓ(Xs̄, i
−1p−1K)

= RΓ(Xs̄, r
−1K).

定义 14.20. 取几何点 s̄ = f(x̄) 和 t̄→ SpecOsh
S,s̄, 取 K ∈ D+(Xét). 则显然可以诱导

特化映射 sp : Ks̄ → Kt̄.

命题 14.21. 设 f : X → S 是概形映射, 取几何点 x̄ → X 和 s̄ = f(x̄). 取几何点
t̄→ SpecOsh

S,s̄ 和 K ∈ D+(Xét). 假设 f 关于 K 局部零调且拟紧拟分离.
(i) 有交换图

(Rf∗K)s̄ RΓ(Xs̄,K)

(Rf∗K)t̄ RΓ(Xt̄,K)

sp cosp

(ii) 若 f 紧合且 K ∈ D+
tor(Xét), 则上图映射 sp 和 cosp 皆为同构.

证明. 证明见Tag 0GJT.

注 14.22. 命题33.6证明了光滑情况下用光滑基变换得到局部零调性, 于是紧合且光滑
会得到特化和余特化同构, 这个会用到证明定理14.16. 当然这里有循环论证嫌疑 (因
为很多都是从局部零调证明光滑基变换的), 但 [35] 未使用局部零调来证明光滑基变
换, 因此不存在这个嫌疑. 这个侧面得到局部零调和光滑基变换的等价性, 直接证明都
十分困难.

15 上同调维数 II——仿射情况
定理 15.1. 设 X 是代数闭域 k 上的仿射簇, 则 cd(X) ≤ dimX.

证明. 固定挠层 F ∈ Ab(Xét), 对维数做归纳法.
当 dimX = 0,则为有限映射,因此根据 Leray谱序列和推论9.6即可.当 dimX = 1

时即为定理12.4. 假设 d = dimX > 1 使得定理当 < d 时均成立, 要证明对 X 成立.
• 步骤 1. 约化到证明 Ad

k 的情况.
根据 Noether 正规化得到有限映射 δ : X → Ad

k, 根据推论9.6和 Leray 谱序列得到
H i

ét(X,F ) = H i
ét(Ad

k, δ∗F ), 再根据命题11.8得知 δ∗F 依旧是挠层, 故只需对 Ad
k 证明.

• 步骤 2. 首先讨论两种情况, 为后续做铺垫.
•• 设 j : X → Y 是开浸入且满足补集是某个有效 Cartier 除子 D 的支集, 对 q > 0,
层 Rqj∗F 在 D 上支撑, 断言当 a := trdeg(κ(y)/k) > d− q 时有 (Rqj∗F )ȳ = 0.

取定义 D 的局部函数 f ∈ OY,y, 根据推论9.4有

(Rqj∗F )ȳ = Hq
ét(SpecOsh

Y,y ×Y X,F ) = Hq
ét(SpecOsh

Y,y[1/f ],F ).

47

https://stacks.math.columbia.edu/tag/0GJU
https://stacks.math.columbia.edu/tag/0GJU
https://stacks.math.columbia.edu/tag/0GJT


根据一个代数结论 (参考Tag 0F0U)有 Osh
Y,y[1/f ]是域 k(t1, ..., ta)

sep(x)上的 (d−a−1)-
维有限型代数的滤余极限, 再根据引理13.2和归纳假设即可.
•• 设 Z 是 k 上光滑 d− 1 维, 设 Ea 为满足 trdeg(κ(z)/k) ≤ a 的集合, 不难得知其在
特殊化下稳定. 若 G Ab(Zét) 是支撑在 Ea 上的挠层, 则当 b > a 时 Hb

ét(Z,G ) = 0.
根据注11.10可以得到 G = lim−→Gi 在 Ea 上支撑, 根据归纳假设以及定理7.12即可.

• 步骤 3. 完成证明.
考虑典范分解

Ad
k P1

k ×k Ad−1
k

Ad−1
k

f

j

g

其中 j 是开浸入且满足补集是某个有效 Cartier 除子 D 的支集. 考虑谱序列
Ep,q

2 = Rpg∗R
qj∗F ⇒ Rp+qf∗F .

由于 Rqj∗F 在 D 上支撑且 g|D 是同构, 故当 p > 0, q > 0 时 Ep,q
2 = 0. 根据步骤 2 知

当 q > d 时 Rqj∗F = 0. 由于 g 是紧合且相对维数是 1, 根据命题14.9得到当 p > 2 时
有 Ep,q

2 = 0.

0 0 0 0

g∗R
df∗F 0 0 0

... ... ... ...

g∗R
1f∗F 0 0 0

g∗f∗F R1g∗f∗F R2g∗f∗F 0 · · ·

故当 q > 2 有 Rqf∗F = g∗R
qj∗F . 根据步骤 2 第 1 条得知当 q > 2 有 suppRqf∗F ⊂

Ed−q ⊂ Ad−1
k . 根据步骤 2 第 2 条得知当 p > d− q 且 q > 2 时有

Hp
ét(A

d−1
k , Rqf∗F ) = 0.

由推论9.4有一般点的茎 (R2f∗F )η̄ = H2(A1
η̄,F ) = 0, 再用步骤 2 第 2 条得知当

p > d− 2 时有
Hp

ét(A
d−1
k , R2f∗F ) = 0.

再用归纳假设得到当 p > d− 1 且 q > 2 = 0, 1 时有

Hp
ét(A

d−1
k , Rqf∗F ) = 0.

综合上述结论, 考虑谱序列 Hp
ét(A

d−1
k , Rqf∗F )⇒ Hp+q

ét (Ad−1
k ,F ) 即可.

注 15.2. 事实上对于一般的域 K 和其上的有限型仿射概形 X, 都有
cd(X) ≤ dim(X) + cd(K)

(证明基本类似, 略去). 甚至更有推广 (Artin 消灭定理): 若 f : X → Y 是域 K 上
有限型仿射映射, 若挠层 F ∈ Ab(Xét) 支撑在满足 trdeg(κ(x)/K) ≤ a 的区域上, 则
Rqf∗F 支撑在满足 trdeg(κ(x)/K) ≤ a− q 的区域上 (参考Tag 0F0X).
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16 紧支上同调

16.1 分离有限型映射的下叹号函子

我们通常需要如下紧化作为基础:

定理 16.1 (Nagata 紧化). 设概形 S 拟紧拟分离且 f : X → S 分离有限型, 则存在如
下分解:

X X

S
f

j

f̄

其中 j 概形论稠密的开浸入且 f̄ 是紧合的.

证明. 异常复杂, 现代证明见 [6].

定义 16.2. 设 f : X → Y 分离有限型, 对 F ∈ Ab(Xét) 定义

(f!F )(U) := {s ∈ (f∗F )(U) : supp(s)在S上紧合}.

命题 16.3. 设 f : X → Y 分离有限型, 设 F ∈ Ab(Xét).
(i) 当 f 还是平展的, 则 f! 是零扩张函子;
(ii) 若 f 紧合, 则 f!F = f∗F ;
(iii) 取一个 Nagata 紧化 f = f̄ ◦ j, 则 f! ∼= f̄∗ ◦ j!.

证明. (i) 这个是比较繁琐的, 首先要说明分离平展的时候零扩张可以单射到直像 (参
考Tag 0F4L), 其次要证明二者相同 (参考Tag 0F4Y);

(ii) 是平凡的;(iii) 不难构造出单射 f!(j
−1j!F ) → f̄∗j!F (比如Tag 0F53). 根据推

论6.8(iii), 只需说明满射即可, 但这是平凡的.

16.2 紧支高阶直像

定义 16.4 (紧支高阶直像). 设概形 S 拟紧拟分离且 f : X → S 分离有限型, 定义

Rqf! := Rqf̄∗ ◦ j! : Abtor(Xét)→ Abtor(Xét),

Rf! := Rf̄∗ ◦ j! : D+
tor(Xét)→ D+

tor(Sét),

Rf! := Rf̄∗ ◦ j! : D(Xét,Λ)→ D(Sét,Λ),

其中 f = f̄ ◦ j 是 Nagata 紧化且 tor 指具有挠上同调的范畴且 Λ 是挠环.

注 16.5. 下述 D+
tor(Xét) 均可换成 D+

tor(Xét,Λ), 其中 Λ 是环.

命题 16.6. 设概形 S 拟紧拟分离且 f : X → S 分离有限型有
(i) 紧支高阶直像 R∗f! 和 Rf! 定义和 Nagata 紧化选取无关;
(ii) 设 f ′ : X ′ → X 也是分离有限型, 则有典范同构 Rf! ◦ Rf ′! ∼= R(f ◦ f ′)!, 故有

Leray 谱序列 Ep,q
2 := Rpf!R

qf ′!F ⇒ Rp+q(f ◦ f ′)!F ;
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(iii) 对于拟紧拟分离概形的纤维积

X ′ X

S′ S

f ′

g

g′

f
⌜

有 g−1 ◦Rf! ∼= Rf ′! ◦ (g′)−1;
(iv) 设 Z → X 是闭子概形, 补为 U . 设 fZ : Z → S, fU : U → S 是结构映射, 则

有好三角
RfU,!(K|U )→ Rf!K → RfZ,!(K|Z)→ RfU,!(K|U )[1],

其中 K ∈ D+
tor(Xét) 或 K ∈ D(Xét,Λ) 其中 Λ 是挠环. 因此有长正合列

· · · → RifU,!(F |U )→ Rif!F → RifZ,!(F |Z)→ · · · ;

(v) 若 X = U ∪ V 为拟紧开集的并, 设 a : U → S, b : V → S 和 c : U ∩ V → S.
对于 K ∈ D+

tor(Xét) 或 K ∈ D(Xét,Λ) 其中 Λ 是挠环, 则有好三角

Rc!(K|U∩V )→ Ra!(K|U )⊕Rb!(K|V )→ Rf!K → Rc!(K|U∩V )[1];

(vi) 短正合列可以诱导 R∗f! 的长正合列.

证明. (i)(ii)(iii) 颇为复杂, 我们参且略去, 参考Tag 0F7I, Tag 0F7J和Tag 0F7L; (vi)
是平凡的, 只需注意到对开浸入, 下叹号正合, 然后直接引高阶直像的长正合列即可;
(iv)(v) 虽然不太困难, 但我懒得写了, 大致是先对不导出的版本给出短正合列, 然后得
到好三角, 见Tag 0GKN和Tag 0GKP. 注意 (iv) 为 MV-序列, 而 (v) 为命题6.10的导出
版本.

命题 16.7. 设 f : X → Y 是拟紧拟分离概形间的分离有限型映射, 设 Λ 是挠环.
(i) 设 Ki ∈ D+

tor(Xét), 若存在 a 使得对 n < a 有 Hn(Ki) = 0, 则

Rf!

(⊕
i

Ki

)
=
⊕
i

Rf!Ki;

(ii) 函子 Rf! := Rf̄∗ ◦ j! : D(Xét,Λ)→ D(Yét,Λ) 和直和交换;
(iii) 若 E ∈ D(Xét,Λ) 和 K ∈ D(Yét,Λ), 则有

Rf!E ⊗L
Λ K = Rf!(E ⊗L

Λ f
−1K).

证明. (i)(ii) 只需要对开浸入和紧合映射分别考虑即可. 开浸入因为是逆像的左伴随,
故一定和直和交换. 对于紧合映射, 当为挠环的模层时, 首先不难得知其纤维维数有界,
故根据命题14.9知道其相对上同调维数有限. (i) 是容易的, 取内射预解即可; 对 (ii) 需
要取 K-内射的, 然后根据相对上同调维数有限, 运用滤余极限和导出推出交换等等, 细
节略去, 参考Tag 0F11;

(iii) 根据 Nagata 紧化分解成开浸入 j 和紧合映射 f̄ , 而此投影公式对 j 成立是根
据取 K 的 K-平坦预解和直接计算而来, 参见Tag 0E8I. 而对 f̄ 只需运用一般版本的命
题14.11即可, 需要用命题14.9知道其相对上同调维数有限, 细节略去.
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16.3 紧支上同调

定义 16.8. 设 X 是域 k 上的分离有限型概形, 设 Λ 是环, 取 K ∈ D+
tor(Xét,Λ) 或

K ∈ D(Xét,Λ) 其中 Λ 是挠环, 则定义

RΓc(X,K) := RΓ(Spec k,Rf!K), Hn
c,ét(X,K) := Hn(RΓc(X,K)),

其中 f : X → Spec k 是结构映射.

命题 16.9. 设 f : X → Y 是分离有限型映射且 Y 拟紧拟分离, 取 K ∈ D+
tor(Xét,Λ)

或 K ∈ D(Xét,Λ) 其中 Λ 是挠环. 取几何点 ȳ → Y , 我们有

(Rf!K)ȳ = RΓc(Xȳ,K|Xȳ).

证明. 这根据定义和命题16.6(iii) 即可得到.

定理 16.10. 设 f : X → S 是分离有限型映射且 S 拟紧拟分离, 取 F ∈ Ab(Xét) 是
挠层, 则对 i > 2 sups∈S dimXs 都有 Rif!F = 0. 若 S 诺特, 则如果 F 可构建, 则
Rif!F 可构建. 特别的, 若 S = Spec k 是可分闭域, 则 H i

c,ét(X,F ) 是有限群且当
i > 2 dimX 时为零.

证明. 参考 [12] 第一章 8.8, 8.10.

命题 16.11. 设 U 是代数闭域 k 上的亏格 g 光滑连通曲线, 设 n 在 k 内可逆, 则

Hq
c,ét(X,µn) =


0 q = 0, q > 2,

(Z/nZ)2g+#Z−1 q = 1,
Z/nZ q ≥ 2.

其中 Z 是紧化后多出的点.

证明. 取紧化 X, 设 Z = X\U 和 i : Z → X, j : U → X. 由命题6.10得到

0→ j!j
−1µn → µn → i∗i

−1µn → 0.

得到长正合列

· · · → Hr
c,ét(U,µn)→ Hr

ét(X,µn)→ Hr
ét(Z, i

−1µn)→ · · · .

当 r > 0 时 Hr
ét(Z, i

−1µn) = 0, 因此 H2
c,ét(U,µn) ∼= H2

ét(X,µn) ∼= Z/nZ. 其余不难得
出.

注 16.12. 可假设 k 可分闭域, 证明类似.
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17 平展上同调的 Künneth 公式
17.1 一般的 Künneth 公式

考虑纤维积

X ×S Y Y

X S

p

f

q

gc

对于 E ∈ D(Xét,Λ) 和 K ∈ D(Yét,Λ)(无界导出范畴可以定义这些函子, 细节我们略
去, 读者可以自行脑补成有界的), 注意到有典范映射

c−1(Rf∗E ⊗L
Λ Rg∗K)

= p−1f−1Rf∗E ⊗L
Λ q

−1g−1Rg∗K

→ p−1E ⊗L
Λ q

−1K

再取伴随即可得到映射

Rf∗E ⊗L
Λ Rg∗K → Rc∗(p

−1E ⊗L
Λ q

−1K).

定理 17.1 (Künneth 公式). 考虑上述纤维积, 若 Λ 挠环且 f, g 紧合, 则有

Rf∗E ⊗L
Λ Rg∗K

∼= Rc∗(p
−1E ⊗L

Λ q
−1K).

证明. 我们根据投影公式和紧合基变换得到

Rf∗E ⊗L
Λ Rg∗K

= Rf∗(E ⊗L
Λ f

−1Rg∗K)

= Rf∗(E ⊗L
Λ Rp∗q

−1K)

= Rf∗(Rp∗(p
−1E ⊗L

Λ q
−1K))

= Rc∗(p
−1E ⊗L

Λ q
−1K),

得到结论.

注 17.2 (杯积). 考虑

f−1(Rf∗F ⊗L
Λ Rf∗L) = f−1Rf∗F ⊗L

Λ f
−1Rf∗L→ F ⊗L

Λ L,

伴随性得到
Rf∗F ⊗L

Λ Rf∗L→ Rf∗(F ⊗L
Λ L),

称为杯积. 用此和 Rf∗E → Rc∗p
−1E 和 Rg∗K → Rc∗q

−1K 也可构造 Künneth 公式.

52



17.2 紧支的 Künneth 公式
定理 17.3. 考虑拟紧拟分离概形的纤维积

X ×S Y Y

X S

p

f

q

gc

其中 f, g 为分离有限型映射. 设挠环 Λ 和 E ∈ D(Xét,Λ) 和 K ∈ D(Yét,Λ), 我们有

Rf!E ⊗L
Λ Rg! ∗K ∼= Rc!(p

−1E ⊗L
Λ q

−1K).

证明. 根据命题16.6(iii) 和命题16.7(ii) 得到

Rf!E ⊗L
Λ Rg!K

= Rf!(E ⊗L
Λ f

−1Rg!K)

= Rf!(E ⊗L
Λ Rp!q

−1K)

= Rf!(Rp!(p
−1E ⊗L

Λ q
−1K))

= Rc!(p
−1E ⊗L

Λ q
−1K),

得到结论.

推论 17.4. 对于上述纤维积, 设挠环 Λ 和 Λ 模 E 以及 F , 则可以构造 Künneth 映射⊕
p+q=n

Rpf!E ⊗Λ R
qg!F → Rnc!(p

−1E ⊗Λ q
−1F ).

若 E 和 F 其中有一个有 Λ-平坦的茎, 则 Künneth 映射即为如下谱序列从 E0,n
2 起的

边际映射:

Er,s
2 =

⊕
α+β=s

T or
Λ
−r(R

αf!E , R
βg!F )⇒ Rr+sc!(p

−1E ⊗Λ q
−1F ).

证明. 注意到 Künneth 映射不难经过 Nagata 紧化来定义. 考虑高阶 Tor 谱序列

Er,s
2 =

⊕
α+β=s

T or
Λ
−r(R

αf!E , R
βg!F )⇒ Hr+s(Rf!E [0]⊗L

Λ Rg!F [0]),

设 α 是上述谱序列从 E0,n
2 起的边际映射, 考虑复合⊕

p+q=nR
pf!E ⊗Λ R

qg!F Hr+s(Rf!E [0]⊗L
Λ Rg!F [0])

Rnc!(p
−1E ⊗Λ q

−1F ) Hr+s(Rc!(p
−1E [0]⊗L

Λ q
−1F [0]))

α

∼=,κ

β

其中同构 κ 由定理17.3给出. 由于 E 和 F 其中有一个有 Λ-平坦的茎, 则 β 也是同构,
故只需验证 β ◦ κ ◦ α 是 Künneth 映射. 只需经过基变换直和考虑紧支上同调的情况,
我们忽略这个无聊的验证.
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18 ℓ-进上同调和有限性定理一瞥
我们来定义非挠层的上同调!

定义 18.1. 设 X 是概形且 ` 是 (异于概形点剩余类域特征的) 素数, 定义 `-进上同调
为 Z`-模

H i
ét(X,Z`) := lim←−

n

H i
ét(X,Z/`nZ).

可以扩展到 H i
ét(X,Q`) := H i

ét(X,Z`)⊗Zℓ
Q`.

引理 18.2. 设 M = lim←−n
Mn 其中 Mn 是有限 Z/`nZ, 则 M 为有限生成 Z`-模当且仅

当 M/`M 有限.
证明. 如果 M 为有限生成 Z`-模则显然 M/`M 有限. 反之假设 M/`M 有限, 要证明
M 为有限生成 Z`-模. 我们断言典范映射 γ :M → M̂ := lim←−n

M/`nM 是同构.
因为 `nM 在 Hausdorff 空间 M 内紧, 故闭集. 而 γ(M) 在 M̂ 内稠密且为紧集的

像, 故 γ 是满射, 因此只需要证明 γ 是单的. 注意到 ker γ =
⋂∞

n=0 `
nM , 故单射是显然

的, 因此断言成立.
去连续 Z`-线性满射 Z⊕r

` ↠ (Z/`Z)⊕r ↠ M/`M , 根据 Nakayama 引理不难提升
到满射

Z⊕r
` ↠ (Z/`nZ)⊕r ↠M/`nM.

故类似断言证明的拓扑叙述得到连续满射 Z⊕r
` ↠ M̂ , 因此成立.

定理 18.3 (有限性定理). 设 X 是可分闭域 k 上的紧合概形, 则对于任何 i 都有
H i

ét(X,Z`) 是有限生成 Z`-模.
证明. 根据上述引理, 只需证明有正合列

H i
ét(X,Z`)

`−→ H i
ét(X,Z`)→ H i

ét(X,Z/`Z).

考虑图表
0

0 `Z/`nZ Z/`nZ Z/`Z 0

0 `n−1Z/`nZ Z/`nZ

`

为两个短正合列. 我们记上下的短正合列为 (1) 而左右走向的正合列为 (2). 首先注意
到 lim←−n

H i
ét(X, `

n−1Z/`nZ) = 0(因为转移映射全是 0), 根据短正合列 (1) 得到

H i
ét(X,Z`) ∼= lim←−

n

H i
ét(X, `

n−1`Z/`nZ).

再根据正合列 (2) 得到

· · · → H i
ét(X, `Z/`nZ)

`−→ H i
ét(X,Z/`nZ)→ H i

ét(X,Z/`Z)→ · · · .

取极限即可 (不难验证, 见 [27] 引理 10.1.3).
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19 比较定理

19.1 常值层上同调/经典 de Rham 上同调-奇异比较定理
定理 19.1 (常值层-奇异上同调比较). 设 X 是局部可缩拓扑空间, 则对任何交换环 G
都有典范同构

H i
sing(X,G) ∼= H i(X,G).

证明. (摘自 [38] 定理 4.47) 定义层

C q
sing :=

(
U 7→ Cq

sing(U,G)
)]

及自然的映射 ∂ : C q
sing → C q+1

sing .
• 步骤 1. 证明有预解 0→ G→ C ∗

sing.
这是因为 X 局部可缩, 则 C ∗

sing 在非零指标处正合. 又因为 X 局部道路连通, 则
若 U 可缩, 对 f ∈ Cq

sing(U,G) 有道路 α 连接任意两个点 x, y ∈ U , 故 0 = ∂f(α) =

f(∂α) = f(x)− f(y), 故局部常值, 则
ker(∂ : C 0

sing → C 1
sing) ∼= G,

因此成立.
• 步骤 2. 此预解 0→ G→ C ∗

sing 关于 Γ(X,−) 零调.
不难验证预层

(
U 7→ Cq

sing(U,G)
)
是松弛的, 而且我们断言

Γ(U,C q
sing)
∼= Cq

sing(U,G)/Cq
sing(U,G)0,

其中 Cq
sing(U,G)0 ⊂ Cq

sing(U,G)由这样的 α构成:满足存在 U 的开覆盖 V使得对所有

的 V ∈ V 都有 α|Cq
sing(V,G) = 0. 事实上构造同态 Cq

sing(U,G) → Γ(U,C q
sing) 为 f 7→ f ].

事实上根据定义不难得到同态的核为 Cq
sing(U,G)0. 满射也不难, 取 g ∈ Γ(U,C q

sing), 存
在开覆盖 {Ui} 和 gi ∈ Cq

sing(Ui, G) 使得 g|Ui = gi. 定义

g′ := α 7→
{
gi(α) Imα ⊂ Ui,
0 其他

即可得到结果, 因此成立.
• 步骤 3. 完成证明.
根据步骤 2 得到 Hq(X,G) = HqΓ(X,C ∗

sing). 因此只需证明
Γ(U,C ∗

sing) = C∗
sing(U,G)/C∗

sing(U,G)0 ∼qis C
∗
sing(U,G)

即可. 这是纯代数拓扑的, 对 X 的开覆盖 U = {Ui}, 定义复形 CU
∗ (X,G) 为

CU
q (X,G) = {σ : ∆q → X : Imσ ⊂某个Ui}.

根据 [19] 第 178 页的结论, 我们有链同伦 CU
∗ (X,G) ∼ChainHomotopy C∗,sing(X,G), 因此

取对偶得到同伦
πU : C∗

sing(X,G) ∼ChainHomotopy C
U,∗
sing(X,G).

故有正合列 0→ kerπU → C∗
sing(X,G)→ CU,∗

sing(X,G)→ 0, 其中 kerπU 零调. 对覆盖取
余极限得到结论.
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定理 19.2 (经典 de Rham-奇异上同调比较). 对流形 M 和复流形 X, 我们有

H i
dR(M,R) ∼= H i

sing(M,R), H i
dR(X,C) ∼= H i

sing(X,C).

证明. 只需证明 H i
dR(M,R) ∼= H i

sing(M,R) 即可. 首先我们需要如下比较定理:
•步骤 0. 光滑奇异上同调比较.(参考 [28]定理 18.7)定义光滑奇异单形为 σ : ∆p →M
满足在每个点都有光滑扩展, 定义出光滑奇异上同调群 Hp

sm(M,R) 且有自然同构

Hp
sm(M,R) ∼= Hp(M,R).

回到命题. 定义同态 (de Rham 同态) 为

γk : Hk
dR(M,R)→ Hp

sm(M,R) ∼= Hp(M,R), [ω] 7→
(
[c] 7→

∫
c
ω

)
.

根据 Stokes 定理不难得知同态良定义. 接下来的证明都是经典的 MV-讨论, 为了方便
我们称满足 γk 皆为同构的空间称为 de Rham 空间, 称一个开覆盖为 de Rham 覆盖,
如果其每一个元素都是 de Rham 的且有限交也是 de Rham 的.
• 步骤 1. 欧氏空间内的凸开子集都是 de Rham 空间.

平凡, 略去讨论.
• 步骤 2. 若 M 有有限的 de Rham 覆盖, 则 M 也是 de Rham 空间.

标准的 MV-讨论, 简述如下 (不会的读者请复习代数拓扑): 先对两个空间的覆盖
证明. 列出两种上同调的 MV 序列, 不难证明交换性. 根据 5 引理即可得到证明. 对于
一般情况对覆盖的空间个数归纳即可.
• 步骤 3. 若 M 有 de Rham 覆盖构成的基, 则 M 也是 de Rham 空间.
假设 M 有 de Rham 空间构成的基 M, 考虑光滑函数 f : M → R 满足对任何

c ∈ R 使得 f−1((−∞, c]) 是紧集 (存在性参考 [28] 命题 2.2.8). 定义

Am := {q ∈M : m ≤ f(q) ≤ m+ 1}, A′
m := {q ∈M : m− 1/2 < f(q) < m+ 3/2}.

取 M 内元素覆盖 Am 且在 A′
m 内, 因为 Am 紧, 故可取有限覆盖. 设 Bm 是这些元素

的并, 根据步骤 2 得知 Bm 是 de Rham 的. 注意到 Bm ⊂ A′
m 且当 l = m − 1,m 或

m+ 1 时 Bm ∩Bl 6= ∅, 设

U =
⋃

m=2a+1,a∈Z
Bm, V =

⋃
m=2a,a∈Z

Bm,

则由于其都为 de Rham空间的无交并,因此也是 de Rham的.而 U ∩V =
∐

m∈ZBm∩
Bm+1, 因此也 de Rham 的. 再次运用 MV-讨论得到结论.
• 步骤 4. 所有 Rn 的开子集都是 de Rham 空间, 因此所有光滑流形也是.
运用步骤 3 和步骤 1 可以得到所有 Rn 的开子集都是 de Rham 空间, 而所有光滑

流形都有 Rn 的开子集组成的基, 再次根据步骤 3 得到结论.
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19.2 GAGA 一瞥
基本定义

GAGA(Géométrie algébrique et géométrie analytique) 是横跨复几何和代数几何
的桥梁,是非常重要的结论之一.最初的 GAGA来源于 J.P.Serre的奠基性论文 [36](后
世有一本很基础的书 [32]讲这个),他解决了复射影簇的情况.而我们聚焦的是著作 [18]
里的推广版本, 其推广到了一般的紧合 C 概形上. 事实上 GAGA 也早已有了更多的发
展, 例如刚性几何里的刚性 GAGA, 还有代数叠上的 GAGA 等. 这里我们参考 Yan
Zhao 的笔记来对 GAGA 做一个简单的介绍, 大部分定理也不给出证明.

定义 19.3. 对开集 U ⊂ Cn 和其上的全纯函数 f1, ..., fk, 设其定义的凝聚理想为 I .
定义仿射解析空间 (X,OHol

X ) 为

X = {y ∈ U : f1(y) = · · · = fk(y) = 0} ⊂ U

和 i−1OHol
U /I , 其中 i : X → U .

一个解析空间 (X,OHol
X ) 为局部环层空间使得 X 是 Hausdorff 的且存在开覆盖使

得局部上同构于仿射解析空间.

注 19.4. 对于正则函数层 OReg
X ⊂ OHol

X , 可以证明 OReg
X,x → OHol

X,x 忠实平坦且有同构

ÔReg
X,x → ÔHol

X,x, 见 [36]. 进而得到 OX,x → OHol
X,x 忠实平坦.

定义 19.5. 给定 C 上的局部有限型概形 X 和其有理点空间 (X(C),OX |X(C)), 若局
部上为 U = SpecC[x1, ..., xn]/I, 定义 X(C) 局部上赋予拓扑为 Cn 的子空间拓扑且
为 I 内元素的零点, 记为 Xan, 设局部上 OHol

Xan |Uan := OHol
Cn /IOHol

Cn , 从而得到解析化
(Xan,OHol

Xan).
因此我们有典范映射 φX : X → Xan 为 Xan → X(C) ⊂ X 且层映射为 φ−1OX →

OHol
Xan 为 f 7→ f ◦ φX .

命题 19.6. 给定 C 上的局部有限型概形 X, 考虑函子

ΦX : AnSp→ Sets,X 7→ HomC(X , X)

其中后者为局部环层空间的映射. 则 ΦX 被 Xan 表示.

证明思路. 不妨设 X 仿射, 注意到:
(i) 若 X ⊂ Y 是开子概形且 Y 满足该性质, 则 X 也满足;
(ii) 若 X ⊂ Y 是闭子概形且 Y 满足该性质, 则 X 也满足;
(iii) 有 (X × Y )an ∼= Xan × Y an.
回到命题. 故不妨设 X = A1, 注意到

HomC(X ,A1) ∼= HomC(C[x],Γ(X ,OHol
X ))

= HomC(C{x},Γ(X ,OHol
X )) = HomC(X , (A1)an),

即可.

推论 19.7. 对复局部有限型概形映射 f : X → Y 而言, 可以唯一提升为 fan : Xan →
Y an 满足 f ◦ φX = φY ◦ fan. 另外我们还有 (X ×Z Y )an ∼= Xan ×Zan Y an.
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注 19.8. 事实上大部分 X 和 f 本身的性质都可以遗传到 Xan 和 fan 上, 参考 [18]. 例
如平展对应局部同构, 光滑对应光滑. 事实上还有 HomS(X,Y ) ∼= HomSan(Xan, Y an).

推论 19.9. 考虑复局部有限型概形 X 和 x ∈ X(C), 我们有

πét
1 (X,x)

∼= ̂π1(Xan, x)

为射有限完备化.

证明. 由上述推论19.7, 我们有

πét
1 (X,x)

∼= lim←−
(X→X)∈(Fét /X)

AutXX

∼= lim←−
(X an→Xan)∈(FTopCov/Xan)

AutXanX an

∼= lim←−
(X an→Xan)∈(FTopCov/Xan)

π1(X
an, x)/π1(X an, x)

∼= ̂π1(Xan, x)

为射有限完备化.

定义 19.10. 对于 φX : Xan → X 和凝聚层 F ∈ Coh(X), 定义其解析化为

F an := φ∗XF = φ−1
X F ⊗φ−1

X OX
OHol

Xan .

因此得到函子 φ∗X : Coh(X)→ Coh(Xan),F 7→ F an.

注 19.11. (i) 有伴随函子 (φ∗X , φX,∗);
(ii) 函子 φ∗X 是正合, 忠实且保守的. 正合性不难由 φ−1

X 正合且 OReg
X,x → OHol

X,x 平

坦得到. 忠实性由 X(C) ⊂ X 稠密且 φ−1
X OX → OHol

Xan 忠实平坦得到, 保守性根据忠实
性和平坦性得到.

主要定理

首先给出一些构造. 考虑图表

Xan Y an

X Y

fan

φX

f

φY

任取 F ∈ Coh(X), 由 φ∗Y 正合, 我们有

(Rf∗F )an = φ∗YRf∗F → φ∗YRf∗φX,∗F
an

→ φ∗YR(f ◦ φX)∗F
an = φ∗YR(φY ◦ fan)∗F

an

= R(φ∗Y ◦ φY ◦ fan)∗F
an → Rfan

∗ F an,

故得到
θi : (Rif∗F )an → Rifan

∗ F an.
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定理 19.12 (GAGA 第一定理). 设 f : X → Y 是局部有限型 C-概形间的紧合映射,
任取 F ∈ Coh(X) 和 i ≥ 0 都有

θi : (Rif∗F )an ∼= Rifan
∗ F an.

证明思路. 对于一般情况需要用 lemme de dévissage 和 Chow 引理, 我们略去, 参考
[18] 定理 XII.4.2. 我们只给出射影的证明. 首先闭浸入的情况不难验证茎得到, 故假
设 X = Pn

Y . 不难证明 F = O(n) 的情况 (先 OX , 再归纳法证明 O(n)). 对一般的
F ∈ Coh(X), 不难得知存在正合列

0→ G →
⊕

OX(ni)→ F → 0.

然后用凝聚层的秩归纳, 再用长正合列即可.

定理 19.13 (GAGA 第二定理). 设 X 是紧合 C 概形和典范映射 φX : X → Xan, 则
函子

φ∗X : Coh(X)→ Coh(Xan),F 7→ F an

是范畴等价.

证明. 我们只证明满忠实的,本质满性比较复杂,参考 [18]定理 XII.4.4. 根据定理19.12,
对任何 F ,G ∈ Coh(X) 都有

HomOX
(F ,G ) ∼= H0(X,H omOX

(F ,G ))

∼= H0(Xan,H omOX
(F ,G )an)

∼= H0(Xan,H omOHol
Xan

(F an,G an))

∼= HomOHol
Xan

(F an,G an)

其中最后一个等式因为凝聚性和 OX,x → OHol
X,x 平坦.

推论 19.14 (推广 Chow 定理). 若 X 是分离局部有限型 C 概形, 则 Xan 的任何闭解
析子空间都是 X 闭子概形的解析化.

证明. 由于是局部的, 不妨设其有限型, 根据 Nagata 紧化不妨设其紧合. 然后根据定
理19.13即可得到凝聚理想的对应.

19.3 平展-奇异比较定理
设 (Xan)ét 是解析空间间的局部同构构成的景, 对应意象为 Ét(Xan). 类似于

GAGA 我们定义函子 φX,∗ : Ét(Xan)→ Ét(X) 和 φ∗X : Ét(X)→ Ét(Xan) 如下.
定义 φX,∗ : G 7→ (U ′ 7→ G ((U ′)an)) 和

φ∗X : F 7→ F an :=
(
U 7→ lim−→F (U ′ → X)

)]
,

其中余极限取自如下交换图:
U U ′

Xan X
φX
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其中 U → Xan 平展且 U ′ → X 局部同构. 不难验证有伴随性 (φ∗X , φX,∗) 且 φ∗X 正合.
考虑代数 C 概形和交换图

Xan X

San S

φX

fan

φS

f

任取 F ∈ Ab(Xét) 和 V ∈ Xét 得到 F (V ) → F an(V an). 对平展映射 U → S 取
V = f−1(U) 得到 f∗F → φS,∗(f

an
ét,∗F

an), 根据伴随性得到 (f∗F )an → fan
ét,∗F

an. 根据
φ∗X 正合, 不难诱导

(Rf∗F )an → Rétf
an
∗ F an.

若 f 分离有限型, 同理诱导

(Rf!F )an → Rétf
an
! F an.

定理 19.15. 设 f : X → S 是代数 C 概形间的分离有限型映射, 则有:
(i) 对任何 F ∈ Abtor(Xét), 都有

(Rf!F )an ∼= Rétf
an
! F an ∼= Rfan

! F an;

(ii) 对任何 F ∈ Abcons(Xét), 都有

(Rf∗F )an ∼= Rétf
an
∗ F an ∼= Rfan

∗ F an.

证明. (i)(ii) 的前一个同构略去, 参考 [17]XVI.4 和 [12]I.11.6. 后一个同构是因为局部
同构根据反函数定理得知存在开覆盖是其加细, 因此成立.

推论 19.16 (平展-奇异比较定理). 对于代数 C 概形 X 和有限 Abel 群 G, 我们有

H i
ét(X,G) ∼= H i

sing(X
an, G), H i

c,ét(X,G) ∼= H i
c,sing(X

an, G).

证明. 根据定理19.15和定理19.1即可得到结论.

19.4 其他比较定理

定义 19.17 (代数 de Rham 上同调). 设 f : X → S 是概形映射, 考虑 de Rham 复形
Ω∗
X/S 为 Ωq

X/S =
∧q ΩX/S 且微分映射为局部定义成

d : b0db1 ∧ · · · ∧ dbq 7→ ab0 ∧ db1 ∧ · · · ∧ dbq.

定义 X 在 S 上的代数 de Rham 上同调为

H i
dR(X/S) := H i(RΓ(X,Ω∗

X/S)).

定理 19.18 (经典-代数 de Rham 比较). 若 X 是 C 上的光滑紧合簇, 则

H i
dR(X

an,C) ∼= H i
dR(X/C).
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证明. 此时 Xan 是紧复流形, 根据 Poincaré 引理知有预解 0→ C→ Ω∗
Xan . 因此

H i(Xan,C) = RiΓ(Xan,Ω∗
Xan).

根据 GAGA 得到

RiΓ(Xan,Ω∗
Xan) = RiΓ(X,Ω∗

X) = H i
dR(X/C).

由于再根据定理19.2和定理19.1得到

H i
dR(X

an,C) = H i
sing(X

an,C) = H i(Xan,C) = H i
dR(X/C),

即可得到结论.

20 上同调纯性和 Gysin 序列
20.1 光滑对

定义 20.1. 对概形 S, 定义光滑 S-对 (Z,X) 为光滑 S-概形间的闭嵌入. 一般考虑如
下图表:

Z X U

S

f
h g

i j

其中 i 是闭浸入且 j : U := X\Z → X 是开浸入. 称光滑 S-对 (Z,X) 是余维数 c 的,
如果对任何 s ∈ S 都有纤维 Zs 在 Xs 里纯余维数 c.

光滑 S-对之间的态射 φ : (Z ′, X ′) → (Z,X) 定义为 S-映射 φ : X ′ → X 且满足
Z ′ = Z ×X X ′.

注 20.2. 对于余维数 c 的光滑 S-对 (Z,X) 和任意 z ∈ Z, 存在开邻域 z ∈ V ⊂ X 使
得有平展映射

V
ét−→ Am

S = Spec
S
OS [T1, ..., Tm]

使得 Z ∩ V 为 Spec
S
OS [T1, ..., Tm]/(Tm−c+1, ..., Tm) 的逆像. 因此局部上可以平展地

写成标准光滑 S-对 (Am−c
S ,Am

S ).

20.2 上同调纯性和 Gysin 序列 I——一般情况
考虑一般的光滑对如下图

Z X U

S

f
h g

i j

其中 i 是闭浸入且 j : U := X\Z → X 是开浸入.
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定理 20.3 (上同调纯性). 对于余维数 c 的光滑 S-对 (Z,X), 则对任何局部常值挠层
F ∈ Ab(Xét) 都有 (注7.18):

Rri!F =

{
i−1F , i = 2c;
0, i 6= 2c.

等价的, 我们有 F ∼= j∗j
−1F , 当 r 6= 0, 2c− 1 时有 Rrj∗j

−1F = 0 且

i−1R2c−1j∗j
−1F = i−1F .

简要证明. 等价性不难根据正合列

· · · → E xtiX(i∗i
−1Z,F )→ E xtiX(Z,F )→ E xtiX(j!j

∗Z,F )→ · · ·

得到. 于是只需要证明某一个即可.
• 步骤 1. 先考虑 c = 1 的情况, 划归到 X = P1

S 且 Z 为无穷远点且 F = Λ := Z/nZ.
因为定理是平展局部的, 不妨设 (Z,X) 为标准光滑 S-对 (Am−1

S ,Am
S ), 将 S 替换

为 Am−1
S , 故不妨设 X = A1

S = SpecOS [T ] 且 Z = V (T ). 根据定理7.20, 不难得到可以
假设 X = P1

S 且 Z 为无穷远点. 显然可以不妨设 F = Λ := Z/nZ.
• 步骤 2. 证明 c = 1 的情况.

这里需要几个在光滑基变换里有用的概念 (n-零调等), 我们略去. 参考 [29] 定
理 VI.5.1. 我们可以得到 g∗Λ = Λ 且当 k > 0 时 Rkg∗Λ = 0. 而且当 i > 0 时
supp(Rij∗Λ) ⊂ Z 且 Λ = j∗j

−1Λ. 因此对 Leray 谱序列

Ei,j
2 := Rif∗R

jj∗Λ⇒ Ri+jg∗Λ

得到 Ei,0
2 = Rif∗Λ 且当 i > 0, j > 0 时 Ei,j

2 = 0. 因此谱序列得到当 i > 0 时

f∗j∗Λ = Λ, E0,i = Ri+1f∗Λ.

根据定理14.16得知 Ri+1f∗Λ 也局部常值且茎为 H i+1
ét (P1

k,Λ). 根据定理10.11得到当
i 6= −1, 1 时 H i+1

ét (P1
k,Λ) = 0. 因此得到 c = 1 的证明.

• 步骤 3. 证明一般情况.
只需归纳法, 平展局部下余维数 c 的光滑 S-对 (Z,X) 可以嵌入如下

Z Y

X
i

u

v

其中 (Z, Y )和 (Y,X)分别是余维数 c−1和 1的光滑 S-对,运用谱序列 Riu!Rjv!F ⇒
Ri+ji!F 不难得到结论.

注 20.4. 若 F 是 Λ := Z/nZ-模且 n 在 X 内可逆, 对任何平展映射 V → X 和

s ∈ F (V ) 会诱导 Λ→ F |V , 进而得到 H2c
Z×XV,ét(V,Λ)→ H2c

Z×XV,ét(V,F |V ), 故得到

F →H omX(R2ci!Λ, R2ci!F ).

类似于定理的证明, 不难证明这是同构! 假设 TZ/X := R2ci!Λ ∼= Λ, 故局部自由, 则我
们有典范的同构

i−1F ⊗ TZ/X
∼= R2ci!F .
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推论 20.5 (Gysin 序列). 对于余维数 c 的光滑 S-对 (Z,X), 若 F 是 Λ := Z/nZ-模
且 n 在 X 内可逆, 则当 0 ≤ j ≤ 2c− 2 时有 Rjf∗F ∼= Rjg∗(F |U), 且有正合列

0→ R2c−1f∗F → R2c−1g∗(F |U )→ h∗(i
−1F ⊗ TZ/X)→ R2cf∗F → · · ·

· · · → Rj−1g∗(F |U )→ Rj−2ch∗(i
−1F ⊗ TZ/X)→ Rjf∗F → · · · .

证明. 由 i−1F ⊗ TZ/X
∼= R2ci!F 得到

Hj
ét(Z, i

−1F ⊗ TZ/X) ∼= Hj
ét(Z,R

2ci!F ).

根据上同调纯性得到当 j 6= 2c 时 Rji!F = 0, 故谱序列得到

Hj
ét(Z,R

2ci!F ) ∼= Hj+2c
Z,ét (X,F ).

根据命题7.19得到

· · · → Hj−2c
ét (Z, i−1F ⊗ TZ/X)→ Hj

ét(X,F )→ Hj
ét(U,F )→ · · · .

替换 S 为平展 S-概形即可得到相对版本的结论.

20.3 基本类

在本节假设 S = Spec k 且 k 可分闭域且 n 和 char(k) 互素, 概形均为 S 上的光
滑概形, 层 F 均为 Λ := Z/nZ-模. 依旧考虑余 c 维光滑对如下图

Z X U

S

f
h g

i j

其中 i 是闭浸入且 j : U := X\Z → X 是开浸入. 根据上同调纯性和谱序列得到

H i
ét(Z,R

2ci!F ) ∼= H2c+i
Z,ét (X,F ).

取 i = 0 得到 Γ(Z,R2ci!F ) ∼= H2c
Z,ét(X,F ). 定义 Λ(r) := µn ⊗ · · · ⊗ µn, 则我们事实

上可以取 sZ/X ∈ Γ(Z,R2ci!Λ(c)) 使得其诱导同构 Λ → H2c
Z,ét(X,Λ(c)), 我们称其为基

本类.

定理 20.6. 余 c 维光滑对上存在唯一 (Z,X) 7→ sZ/X , 其中

sZ/X ∈ Γ(Z,R2ci!Λ(c)),

使得
(a) 基本类 sZ/X 生成 Γ(Z,R2ci!Λ(c));
(b) 若考虑光滑 S-对之间的态射 φ : (Z ′, X ′)→ (Z,X), 则 φ∗sZ/X = sZ′/X′;
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(c) 若有
Z Y

X
i

v

u

其中 (Z, Y ), (Y,X)和 (Z,X)分别是余维数 a, b, c的光滑 S-对,则 sZ/Y ⊗sY /X = sZ/X

且满足如下典范同构:

谱序列诱导同构⇒H2a
Z,ét(Y,R

2bu!Λ(c)) ∼= H2c
Z,ét(X,Λ(c));

自由诱导同构⇒H2a
Z,ét(Y,R

2bu!Λ(c)) ∼= H2a
Z,ét(Y,Λ(a))⊗H2b

Y,ét(X,Λ(b)).

证明. 忽略, 证明参考 [29] 定理 VI.6.1.

推论 20.7. 考虑余 c 维光滑对 (Z,X), 则 TZ/X := R2ci!Λ 典范同构于 Λ(−c).

证明. 将定理20.6(c) 的第一个同构两边张量 Λ(−c) 即可.

20.4 上同调纯性和 Gysin 序列 II——特殊情况
固定可分闭域 k, 设 S = Spec k, 设 Λ := Z/nZ 且 n 都可逆.

定理 20.8 (上同调纯性). 考虑余 c 维光滑对 (Z,X), 则对于局部常值 Λ-模 F 有

Rri!F =

{
i−1F (−c), i = 2c;

0, i 6= 2c.

因此谱序列得到对任何 r ≥ 0 都有典范同构 Hr−2c
ét (Z,F (−c)) ∼= Hr

Z,ét(X,F ).

证明. 根据定理20.3和推论20.7即可.

推论 20.9 (Gysin 序列和 Gysin 映射). 考虑余 c 维光滑对 (Z,X), 则对于局部常值
Λ-模 F 有当 0 ≤ j ≤ 2c− 2 时有 Hj

ét(X,F ) ∼= Hj
ét(U,F ), 且有正合列

0→ H2c−1
ét (X,F )→ H2c−1

ét (U,F |U )→ H0(Z, i−1F (−c))→ H2c
ét (X,F )→ · · ·

· · · → Hj−2c
ét (Z, i−1F (−c))→ Hj

ét(X,F )→ Hj
ét(U,F |U )→ · · · .

我们称 i∗ : H
j
ét(Z, i

−1F (−c))→ Hj+2c
ét (X,F ) 为 Gysin 映射.

证明. 根据推论20.5和推论20.7即可.

例 20.10. 固定代数闭域 k 且 n 在 k 内可逆.
(i) 计算 Am

k 的上同调. 根据 Kummer 列诱导长正合列和 Pic(A1) = 0 不难得到
当 r > 0 时 Hr

ét(A1
k,µn) = 0. 根据 Künneth 公式17.1得到当 r > 0 时 Hr

ét(Am
k ,Λ) = 0.

(ii) 计算 Pm
k 的上同调. 对 (Pm−1

k ,Pm
k ) 用 Gysin 序列和归纳法不难得到

Hr
ét(Pm

k ,Λ) =

{
Λ(−r/2), r为偶数且 ≤ 2m,

0, 其他情况.
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21 链映射

我们假设本节读者会一些基本的相交理论, 例如 [13] 的前几章. 这一节我们均假设
是代数闭域 k 上的光滑簇 (当然其闭子概形不假设光滑性). 依旧假设 Λ = Z/nZ 其中
n 在 k 内可逆.

21.1 半纯性和链映射

假设 H∗
ét(X,Λ) :=

⊕
rH

2r
ét (X,Λ(r)), 考虑杯积17.2不难得到

Hr
ét(X,Λ(λ))⊗Hs

ét(X,Λ(µ))
−∪−−→ Hr+s

ét (X,Λ(λ+ µ)).

因此得到反交换的分次环 H∗
ét(X,Λ). 我们的最终目的是要定义同态 clX : CH∗(X) →

H∗
ét(X,Λ).
首先考虑光滑余 r 维子簇 Z ∈ Cr(X), 考虑 Gysin 映射

i∗ : Λ = H0
ét(Z,Λ)→ H2r

ét (X,Λ(r)),

定义 clX(Z) := i∗(1Z) ∈ H2r
ét (X,Λ(r)). 现在我们要考虑不见得光滑的情况. 为此需要

如下结论:

引理 21.1 (半纯性). 设 Z 是 X 的任意余维数 r 的闭子簇, 则对任何 i < 2r 都有

H i
Z,ét(X,Λ) = 0.

证明. 若 Z 光滑, 若 i < 2r 则根据上同调纯性20.8得到

H i
Z,ét(X,Λ) = H i−2r

ét (Z,Λ(−r)) = 0.

对一般的 Z, 我们对 Z 维数做归纳. 当 dimZ = 0, 则因为光滑则成立. 考虑 Z 是余维
数 r 的, 取 Y := Zsing, 则 dimY < dimZ. 根据命题7.19的类似结论不难得到正合列

· · · → H i
Y,ét(X,Λ)→ H i

Z,ét(X,Λ)→ H i
Z\Y,ét(X\Y,Λ)→ · · · .

运用归纳法和 Z\Y 光滑性即可得到结论.

通过这个结论和证明内的正合列, 我们得到同构 H2r
Z,ét(X,Λ)

∼= H2r
Z\Y,ét(X\Y,Λ).

因此构造 clX(Z) 为 1Z 在复合

Λ ∼= H0
ét(Z\Y,Λ) ∼= H2r

Z\Y,ét(X\Y,Λ(r))
∼= H2r

Z,ét(X,Λ(r))→ H2r
ét (X,Λ(r))

下的像. 因此得到
clrX : Cr(X)→ H2r

ét (X,Λ).

其中 r = 1 情况即为 Kummer 列诱导的情况.
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注 21.2. 根据基本类的构造, 不难得知 Gysin 映射即为基本类诱导的同构的复合

Λ
sZ\Y /X\Y−→ H2r

Z\Y,ét(X\Y,Λ(r)) ∼= H2r
Z,ét(X,Λ(r))→ H2r

ét (X,Λ(r)).

因此可以定义 clrX(Z) 为 sZ\Y /X\Y 在上述映射的像.

命题 21.3. (i) 设 f : Y → X 是光滑簇之间的映射, 对于代数链 Z ∈ Cr(X), 若任何
Z 的素链的逆像整概形, 则 clY (f∗Z) = f−1clX(Z);

(ii) 若 i : Z → X 是光滑簇之间的闭浸入, 考虑 Gysin 映射 i∗ : H2s
ét (Z,Λ(s)) →

H2s+2r
ét (X,Λ(s+ r)), 则对 W ∈ Cs(Z) 有 i∗clZ(W ) = clX(W );

(iii) 对任何 W ∈ C∗(X), Z ∈ C∗(Y ), 设投影为 p, q, 则有

clX×Y (W × Z) = p−1clX(W ) ∪ q−1clY (Z);

(iv) 对任何 W,Z ∈ C∗(X) 满足其中素链两两横截相交, 则

clX(W · Z) = clX(W ) ∪ clX(Z).

证明. 不难证明, 参考 [29] 命题 9.2 – 9.5.

21.2 Chern 类和 Chow 环
接下来介绍一种定义上同调类里的 Chern 类的方法.

命题 21.4. 设 E 是在 XZar 上秩 m+1 局部自由层, 考虑对应的 (Grothendieck-) 射影
丛 π : P(E ) → X. 设 ξ = clP(E )(O(1)) ∈ H2

ét(P(E ),Λ(1)), 则 π∗ 诱导出 H∗
ét(P(E ),Λ)

同构于基为 1, ξ, ..., ξm 的自由 H∗
ét(X,Λ)-模.

证明. 忽略, 参考 [29] 命题 VI.10.1, 而 Chow 环的版本参考 [13].

因此存在唯一的 cr(E ) ∈ H2r
ét (X,Λ(r)) 使得{ ∑m+1

r=0 cr(E )ξm+1−r = 0,
c0(E ) = 0.

我们称 cr(E ) 为 E 第 r 个 Chern 类. 而 c(E ) :=
∑

i ci(E ) 称为全 Chern 类, 类似的
ct(E ) :=

∑
i ci(E )ti 称为 Chern 多项式.

命题 21.5 (Grothendieck). Chern 类有如下性质:
(i) 若 π : Y → X 是光滑簇之间的映射且 E 是 X 向量丛, 则

cr(π
−1E ) = π−1(cr(E ));

(ii) 若 L 是 X 上线丛, 则 c1(L ) 为 L 在 Kummer 列诱导的

Pic(X)→ H2
ét(X,Λ(1))

下的像;
(iii) 若 0→ E ′ → E → E ′′ → 0 是向量丛正合列, 则有

ct(E ) = ct(E
′)ct(E

′′).
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证明. 参考文章 [16].

考虑 Grothendieck 群 K0(X), 因为 X 光滑, 故任何凝聚层都有有些长的局部自由
预解, 因此有良定义的映射

γ′ : C∗(X)→ K0(X),
∑
i

Zi 7→
∑
i

[OZi ].

考虑 K0(X) 的典范滤过为 · · · ⊂ F rK0X ⊂ F r−1K0X ⊂ · · · 其中 F iK0X 为被支撑在
余维数 ≥ i 的凝聚层生成的子群 (可以证明被 OZ 生成, 其中 Z 余维数不小于 i). 定义

grrK0X := F rK0X/F r+1K0X, grK0X :=
⊕
r

grrK0X.

给集合 grK0X 群结构为

[M ] · [N ] :=
∑
r

(−1)r[T orO
r (M ,N )].

注意到 γ′ : C∗(X)→ K0(X) 保持滤过结构, 因此有 (满射)γ′′ : C∗(X)→ grK0X.

命题 21.6. 同态 γ′′ : C∗(X)→ grK0X 保持有理等价不变, 故存在

γ : CH∗(X)→ grK0X.

证明. 因为只需考虑 X × P1 的子簇到 P1 的支配映射, 故不妨设 X 就是那个子簇且有
支配映射 f : X → P1. 设 D0 = f−1(0), D∞ = f−1(∞), 我们有

0→ f∗O(−1)→ OX → ODi → 0.

因此在 K0(X) 内 [OD0 ] = [OD∞ ], 由于 f 平坦则维数没问题, 故成立.

接下来考虑 γ : CH∗(X)→ grK0X 是否是环同态.

引理 21.7 (Serre). 若 A,B ⊂ X 是光滑簇 X 的真相交 (交概形分支的余维数是二者
之和), 若 Z ⊂ A ∩B 是不可约分支, 则二者在 Z 的相交数为

i(Z;A,B;X) =

dimX∑
i=0

(−1)ilengthOA∩B,Z

(
TorOX,Z

i (OA,Z ,OB,Z)
)
.

证明. 参考 [37].

根据此引理则得到满的环同态

γ : CH∗(X)→ grK0X.

定义 Chern 特征标 ch : K0(X)→ H∗
ét(X,Λ) 被如下特性决定:

• ch 是环同态;
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• 对 f : Y → X 有 ch ◦f∗ = f∗ ◦ ch;

• 对线丛 L 有 ch[L ] = exp(c1(L )).

注 21.8. 根据 Chern root,不难得知这个是常规相交理论内的 Chern特征标的扩展.若
f 紧合, 可能会研究其和 f∗ 的交换关系, 这就会得到著名的 Grothendieck-Riemann-
Roch 定理: ch(f∗E )td(TY ) = f∗(ch(E )td(TX)).

事实上这会诱导 ch : grK0X → H∗
ét(X,Λ), 但这不是环同态, 我们重新考虑 H∗

ét(X,Λ)
′

为定义乘法结构为

xr · xs :=
−(r + s− 1)!

(r − 1)!(s− 1)!
xr ∪ xs.

则可以证明得到环同态 ch : grK0X → H∗
ét(X,Λ)

′.
若 (2 dimX − 1)! 在 Λ 内可逆, 则可以诱导 H∗

ét(X,Λ)
′ → H∗

ét(X,Λ) 为 xr 7→
xr/(−1)r−1(r − 1)! 为同构. 给出复合

clX : CH∗ γ−→ grK0X
ch−→ H∗

ét(X,Λ)
′ → H∗

ét(X,Λ).

定理 21.9. 此时的 clX 和之前定义的相同.

证明. 正确证明过于复杂, 错误证明可参考 [29] 命题 VI.10.6.

若取 Λ = Z/`nZ 其中 ` 是素数且在 k 内可逆. 若 ` ≥ 2 dimX 有 CH∗(X) →⊕
rH

2r
ét (X,Z`(r)). 若张量 Q, 则恒定有 CH∗(X)→

⊕
rH

2r
ét (X,Q`(r)).

22 Poincaré 对偶
22.1 拓扑的 Poincaré 对偶

首先介绍最简单的微分流形上经典 de Rham 上同调的 Poincaré 对偶.

定理 22.1 (de Rham 上同调的 Poincaré 对偶). 设 n 维可定向流形 M 上有有限的好
覆盖, 考虑双线性型∫

: Hq
dR(M)×Hn−q

c,dR(M)→ R, (α, β) 7→
∫
M
α ∧ β,

如果这个双线性型是非退化的, 且上同调群都是维数有限, 就可以得到

Hq
dR(M) ∼= (Hn−q

c,dR(M))∗.

.

注 22.2. 这个可以由经典的 MV-讨论来解决, 参考 [5] 第五节. 事实上经过对流形的
拓扑更精细的研究, 对于任何 n 维可定向流形, 都有 Hq

dR(M) ∼= (Hn−q
c,dR(M))∗, 但注意

到这样的话上同调群维数不一定有限, 那么也就 Hq
c,dR(M) � (Hn−q

dR (M))∗. 这样的例
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子事实上很好举, 假设 M =
∐∞

i=1Mi, 其中 Mi 均为有好覆盖的 n 维可定向流形. 那
么 Hq

dR(M) =
∏

iH
q
dR(Mi) 且 Hq

c,dR(M) =
⊕

iH
q
c,dR(Mi), 那么确实就有

(Hn−q
c,dR(M))∗ = HomR

(⊕
i

Hn−q
c,dR(Mi),R

)
=
∏
i

HomR(H
n−q
c,dR(Mi),R) = Hq

dR(M),

但反过来自然不一定行.

对于一般代数拓扑上, 我们也有如下 Poincaré 对偶.

定理 22.3. 对 R-可定向 n 维流形 M , 紧支奇异上同调定义为

Hq
c,sing(M ;R) := lim−→

K

Hq
sing(M,M\K;R),

其中 K 紧. 则基本类的帽积诱导同构

Hp
c,sing(M ;R) ∼= Hn−p,sing(M ;R).

证明. 依旧是 MV-讨论, 但交换性比较复杂, 参考 [21] 第 3.3 节.

注 22.4. 不妨考虑 R-系数. 对于可定向拓扑 d-流形 M , 考虑定向层作为局部系 OR.
则其在 x ∈ M 上的纤维是 Hd(M,M\x;R) = Hd−1(Sd−1;R) 非典范的同构于 R. 则
有典范映射

∫
: Hd

c (M,OR) ∼= R 定义出完美对

H i(M ;R)×Hd−i
c (M ;OR)→ R.

因为定向的选取相当于一个同构 OR ∼= R, 我们又得到上面的 Poincaré 对偶.

22.2 迹映射

对相对维数 d 的分离有限型 (或 S-可紧化的) 光滑映射 f : X → Y 且 Y 拟紧
拟分离 (默认满足), 对在 S 内可逆的 n, 只考虑 F 为 Λ := Z/nZ-模. 定义 f !F :=

f−1F (d)[2d], 我们目标是构造迹映射

trX/Y (F ) : Rf!f
!F → F .

引理 22.5. 对相对维数 d 的光滑 S-可紧化的映射 f : X → Y 和 F ∈ Ab(Yét,Λ), 则
Rf!f

!F ∈ D[−2d,0](Yét,Λ).

证明. 根据定理16.10即可得到.

定理 22.6. 对相对维数 d 的光滑 S-可紧化的映射 f : X → Y , 存在唯一的迹映射
tr′X/Y (F ) : R2df!f

−1F (d)→ F , 其中 F ∈ Ab(Yét,Λ) 任取, 满足如下性质:
(i) 若 k 是可分闭域且 X = A1

k, Y = Spec k,F := Λ, 则 tr′X/Y (F ) 即为16.11;
(ii) 若 f 平展 (则 f ! = f−1), 则 tr′X/Y (F ) 即为伴随得到的映射;
(iii) 映射 tr′X/Y (F ) 对 F 有函子性;
(iv) 映射 tr′X/Y (F ) 和基变换相容;
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(v) 映射 tr′X/Y (F ) 和映射复合相容 (谱序列诱导).
除此之外, 这些决定的迹映射满足如下性质:

(a) 若 f 的几何纤维均非空连通, 则 tr′X/Y 是同构;
(b) 若 Y = Spec k 且 k 代数闭, 且 X 为光滑曲线 F = Λ, 则 tr′X/Y (F ) 即

为16.11;
(c) 映射 tr′X/Y (F ) 和不同的 n 相容.

简要证明. 分为如下步骤:
• 步骤 1. 只需考虑 Zariski 局部且 F = Λ.

由于拟紧拟分离, 只需要考虑有限覆盖, 因此归纳法只考虑两个覆盖的情况. 根据
命题16.6(iv), 不难得知只需考虑 Zariski 局部. 对于 F , 根据命题16.7(iii) 得到

R2df!(Λ(d)⊗ f−1F ) ∼= R2df!(Λ(d))⊗F ,

于是只需证明 F = Λ 的情况.
• 步骤 2. 平展映射的情况.

即为伴随性诱导的映射, 故成立.
• 步骤 3. 划归到 f : A1

Y → Y 的情况.
在 Zariski 局部下有 X → Ad

Y → Y , 根据步骤 1 和 2 以及性质的后两条, 只需要
考虑 Ad

Y → Y . 再有最后一条, 只需要考虑 f : A1
Y → Y 的情况.

• 步骤 4. 定义 f : A1
Y → Y 的情况并验证良定义性.

考虑紧化

A1
Y P1

Y P0
Y

Y

f ′
f

j i

于是 R1f!Λ = R1f ′∗(j!Λ). 考虑 0→ j!j
−1Λ→ Λ→ i∗i

−1Λ→ 0 和 R1f ′∗(Gm) ∼= ZY , 即
可得到 R2f!Λ = R2f ′∗Λ = ΛY . 良定义忽略.

定义 22.7. 对相对维数 d 的光滑 S-可紧化的映射 f : X → Y , 定义迹映射为

trX/Y F : Rf!f
!F → τ≥2dRf!f

!F = R2df!f
!F [−2d]→ F .

引理 22.8. 对相对维数 d的光滑 S-可紧化的映射 f : X → Y 和 H ∈ D−(Xét,Λ),K ∈
D+(Xét,Λ), 有典范映射

a : Rf∗RH om(H,K)→ RH om(Rf!H,Rf!K).

证明. 考虑紧化
X X

S

f

j

f ′
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取内射预解 j!H → I ∗, j!K → J ∗, 不难得知 j−1J ∗ 也是 K 的内射预解 (命
题6.8(iv)), 故有

j∗RH om(H,K) = j∗H om(H, j−1J ∗)

= H om(j!H,J
∗) = H om(I ∗,J ∗).

作用 Rf ′∗ 即可得到

Rf ′∗j∗RH om(H,K) = Rf ′∗H om(I ∗,J ∗)

→H om(Rf ′∗I
∗, Rf ′∗J

∗) = RH om(Rf!H,Rf!K).

故得到 Rf∗RH om(H,K)→ RH om(Rf!H,Rf!K).

定理 22.9 (Grothendieck). 对相对维数 d 的光滑 S-可紧化的映射 f : X → Y , 取
F ∈ Ab(Xét,Λ),G ∈ Ab(Yét,Λ), 则典范映射

Rf∗RH om(F , f !G )
a−→ RH om(Rf!F , Rf!f

!G )
trX/Y−→ RH om(Rf!F ,G )

是同构.

证明. 非常复杂, 读者可以参考 [27] 第八章或 [17] 的第 XVIII 章或 [9]. 更多评注见定
理34.1处.

22.3 Poincaré 对偶及其应用
定理 22.10 (Poincaré 对偶). 设 X 是可分闭域 k 上纯 d 维光滑可紧化概形, 对 F ∈
Ab(Xét,Λ) 有典范同构

Ext2d−q
Λ (F ,Λ(d)) ∼= HomΛ(H

q
c,ét(X,F ),Λ).

若 F ∈ Loc(X,Λ), 则有同构

H2d−q(X,H omΛ(F ,Λ(d))) ∼= HomΛ(H
q
c,ét(X,F ),Λ).

证明. 设 f : X → Spec k. 注意到 HomΛ(F , f−1Λ(d)[2d− i]) = Ext2d−i
Λ (F ,Λ(d)) 且由

于 Λ 是内射 Λ-模 (Baer 判别法), 我们有

HomΛ(Rf!F ,Λ[−i]) = Ext−i
Λ (RΓc(X,F ),Λ) = HomΛ(H

i
c,ét(X,F ),Λ).

根据定理22.9即可得到结论.
若 F ∈ Loc(X,Λ), 只需证明 H2d−q(X,H omΛ(F ,Λ(d))) ∼= Ext2d−q

Λ (F ,Λ(d)).
根据谱序列我们得知只需证明当 q ≥ 1 时 E xtqΛ(F ,Λ) = 0. 这由 Λ 是内射 Λ-模, 且问
题平展局部, 局部系可以假设为常值层, 然后有自由 Λ-模预解即可.

推论 22.11 (弱 Lefschetz 定理). 设可分闭域 k 且 X ⊂ PN
k 是闭子概形且 H ⊂ PN

k 是
超平面. 设 X\H 光滑, 则对任何 F ∈ Ab(Xét,Λ) 满足 F |X\H ∈ Loccons(X\H,Λ), 则
典范映射

Hq
ét(X,F )→ Hq

ét(X ∩H,F |X∩H)

当 q < dimX − 1 时是双射; 当当 q = dimX − 1 时是单射.
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证明. 根据注15.2可知当 q > dimX 时 Hq(X\H,H omΛ(F ,Λ(d))) = 0. 由于 Λ
是内射 Λ-模且层在此处可构建, 故自身和二次对偶同构, 因此再由定理22.10 得到当
q < dimX 时 Hq

c,ét(X\H,F ) = 0. 再根据命题16.6(iv) 即可.

注 22.12. 复几何也有弱 Lefschetz 定理: 对 n 维紧 Kähler 流形 X, 设 Y ⊂ X 为光
滑超曲面使得 O(Y ) 丰沛 (或正性, 根据 Kodaira 嵌入定理), 则典范限制映射

Hk(X,C)→ Hk(Y,C)

在 k ≤ n− 2 时为双射, 在 k = n− 1 时为单射.
这个最标准的证明就是先用 Hodge分解定理将其转化为 Hq(X,Ωp

X)→ Hq(Y,Ωp
Y )

的情况, 然后注意到 OX(−Y ) 和 OY (Y ) 会诱导有两个正合列, 之后用 Serre 对偶和
Kodaira-Nakano 消灭定理得到某个上同调为零, 然后考虑之前 OX(−Y ) 诱导短正合
列引出的长正合列, 就可以看到 Hq(X,Ωp

X) → Hq(Y,Ωp
X |Y ) 有定理描述的样子, 之

后考虑自然映射 Hq(Y,Ωp
X |Y ) → Hq(Y,Ωp

Y ), 这个事实上先考虑映射的核和余核为
Ωp−1
Y (−Y ) 的元素, 然后用 OY (Y ) 诱导短正合列引出的长正合列, 之后操作和之前类
似, 这样就证明了定理. 细节参考 [23] 命题 5.2.6.

神奇的是,这个定理有一个 Morse理论的证明,线丛 O(Y )存在整体截面 s满足诱
导除子为 z(s) = Y , 这个很容易做到. 考虑线丛上的度量为 i

2πR
O(Y ) = i

2π∂∂̄ log |s|−2,
那么考虑 φ : X → [−∞,∞) 为 φ(x) = log |s|2, 注意到 φ−1(−∞) = Y , 我们将其视作
一个 Morse 函数, 可以发现 Hessφ 的负特征值个数至少是 n, 这说明 x 增大时, 是从
Y 粘至少 n 维胞腔, 这就得到纯粹拓扑上的解释. 细节参考 [15] 第 158 页.

例 22.13. (i) 设 X ⊂ Pm+1
k 是光滑超曲面且 k 代数闭. 设 U = Pm+1

k \X, 则当
q > m+ 1 时 Hq

ét(U,Λ) = 0. 由 Gysin 序列得到映射

Hq
ét(X,Λ)→ Hq+2

ét (Pm+1
k ,Λ)

在 q > m 时是同构, 在 q = m 时是满射 (设核为 K). 故得到 q > m 时

Hq
ét(X,Λ)

∼= Hq
ét(P

m
k ,Λ), Hm

ét (X,Λ) ∼= Hm
ét (Pm

k ,Λ)⊕K.

由 Poincaré 对偶22.10得到当 q < m 时候 Hq
c,ét(X,Λ)

∼= H2m−q
ét (X,Λ(m)), 因此有

H∗
ét(X,Λ) ∼= H∗

ét(Pm
k ,Λ)⊕K;

(ii) 若 X ⊂ PN
k 是 m 维光滑完全交且 k 代数闭, 类似的也可以得到

H∗
ét(X,Λ) ∼= H∗

ét(Pm
k ,Λ)⊕K;

(iii) 设 X 是连通光滑的射影空间的闭子簇, 根据 Bertini 定理知有光滑列

X = Xm ⊃ Xm−1 ⊃ · · · ⊃ X1,

其中后者为前者的超平面截面. 根据 Gysin 序列得到

H1
ét(X1,Λ)↠ H3

ét(X2,Λ(1)) ∼= · · · ∼= H2m−1
ét (Xx,Λ(m− 1)).
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根据 Poincaré 对偶22.10得到 H1
ét(X,Λ(1)) ↪→ H1

ét(X1,Λ(1)), 即

Pic(X)[n] ↪→ Pic(X1)[n].

代数闭域上 Abel 簇的挠点 Zariski 稠密, 因此诱导单射

Pic0(X) ↪→ Jac(X1).

因此代数闭域上光滑簇 X 的 Picard 簇一定是一个一般位置曲线的 Jacobi 簇的子簇.

23 迹公式

23.1 Frobenius 映射
引理 23.1. 设 X 是概形且 g : X → X 是自同态, 若对所有的平展映射 φ : U → X 都
存在关于 U 有函子性的同构

U U ×φ,X,g X

X

∼=

φ pr2

则 g 诱导对所有层所有平展上同调的单位映射 (identity).

证明. 这就是定义而已, 平凡.

定理 23.2 (Baffling 定理). 设 X 是特征 p 域上的概形, 绝对 Frobenius 映射 FX 诱导
所有上同调的平凡同构 (identity).

证明. 由引理23.1知只需验证上述引理的条件. 对于下图

U

U ×φ,X,FX
X U

X X
FX

pr2

pr1
φφ

FU

f

不难得到 f 平展且万有同胚, 故同构.

定义 23.3. 设 k = Fq 其中 q = pf , 其中 p = char(k), 对 k 上的概形 X 定义几何

Frobenius 映射 πX : X → X 即为 F f
X . 基变换到 k̄ 时也写作 πX .

引理 23.4. 设 F ∈ Sh(Xét), 我们有典范同构 π−1
X F ∼= F 和 F ∼= πX,∗F .

证明. 类似上述定理的证明以及定义即可证明.

73



下面假设 k = Fq 其中 q = pf , 其中 p = char(k) 和代数闭包 k̄ 及绝对 Galois 群
Gk := Gal(k̄/k). 考虑 k 上有限型概形 X. 设 F ∈ Ab(Xét), 任取 σ ∈ Gk, 考虑交换图

Xk̄ Xk̄

X

Specσ×idX

任取 ξ ∈ Hj
ét(Xk̄,F |Xk̄

), 定义作用为

σ · ξ = (Specσ × idX)∗ξ ∈ Hj
ét(Xk̄, (Specσ × idX)−1F |Xk̄

).

根据交换性得到 Hj
ét(Xk̄, (Specσ× idX)−1F |Xk̄

) = Hj
ét(Xk̄,F |Xk̄

), 因此后者被赋予了
左 Gk-模结构.
引理 23.5. 在上述情况下, 设 α : X → Spec k 是结构映射, 注意到 (Rjα∗F )Spec k̄ 由

自然的 Gk 作用, 根据推论9.4得到 (Rjα∗F )Spec k̄
∼= Hj

ét(Xk̄,F |Xk̄
). 则此同构也是 Gk

模同构.(对挠层和 (Rjα!F )Spec k̄ 及 Hj
c,ét(Xk̄,F |Xk̄

) 也对)

证明. 平凡, 自行验证.

定义 23.6. 定义算术 Frobenius 映射为 Gk 内的 frobk : k̄ → k̄, x 7→ xq.
定理 23.7. 设 F ∈ Ab(Xét), 则对任何 j ≥ 0, 映射 frobk 在 Hj

ét(Xk̄,F |Xk̄
) 的作用和

下述作用 π∗X 的逆相同:

Hj
ét(Xk̄,F |Xk̄

)→ Hj
ét(Xk̄, (π

−1
X F )|Xk̄

) ∼= Hj
ét(Xk̄,F |Xk̄

)

其中最后一个等号因为 π−1
X F ∼= F .

证明. 注意到Xk̄
Spec frobk−→ Xk̄

πX−→ Xk̄ 复合即为 F f
Xk̄

,故根据 Baffling定理23.2即可.

定义 23.8. 设 x ∈ X(k)和相应几何点 x̄ : Spec k̄ → X,考虑 frob−1
k 作用为 πx : Fx̄ →

Fx̄, 我们还称之为几何 Frobenius.

23.2 非交换环上的迹

我们在此阐述如果定义非交换环上的模的自同态的迹. 固定基数和 p 互素的有限
环 Λ, 则定义 Λ\ = Λ/(ab− ba, ...). 此时 Λ\ 不见得是环.
例 23.9. 设 G 是有限群, 考虑环 (Z/`nZ)[G], 有

(Z/`nZ)[G]\ =
⊕

G的共轭类

Z/`nZ.

定义 23.10. (i) 对自由模 Λ⊕m, 定义 Tr : EndΛ(Λ⊕m)→ Λ\ 为矩阵对角线之和;
(ii) 对有限投射 Λ-模 P 和其自同态 φ, 考虑 P 是自由模的直和项, 也就是说有

P
a−→ Λ⊕n b−→ P

满足 b ◦ a = idP 且 Λ⊕n = Im(a)⊕ ker(b). 定义 Tr(φ) = Tr(aφb).
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23.3 滤过导出范畴

关于滤过导出范畴的细节参考Tag 05QI的有关章节.

定义 23.11. 设 A 是 Abel 范畴.
(i) 设 Fil(A) 为 A 内滤过元 (A,F ) 构成的 (加性) 范畴, 其中 F 代表滤过

A ⊃ · · · ⊃ FnA ⊃ Fn+1A ⊃ · · · 0;

(ii) 定义 Filf (A) 是 Fil(A) 的包含有限滤过的满子 (加性) 范畴;
(iii) 我们称 I ∈ Filf (A) 是内射的 (投射的), 如果对所有 p, 对象

grp I = grpF I = F pI/F p+1I

在 A 内是内射 (投射) 的;
(iv) 有复形范畴 Comp(Filf (A)) ⊃ Comp+(Filf (A)) 和同伦范畴 K(Filf (A)) ⊃

K+(Filf (A));
(v) 在 Comp(Filf (A)) 内的映射 α : K∗ → L∗ 称之为拟同构, 如果对所有 p 都有

grp(α) 是拟同构;
(vi) 定义 DF (A) 和 DF+(A) 是 K(Filf (A)) 和 K+(Filf (A)) 逆转所有拟同构.

注 23.12. 若 A足够内射,则设 I 是 Filf (A)包含内射元的满子范畴,则有 DF+(A) ∼=
K+(I); 若 A 足够投射, 则设 P 是 Filf (A) 包含投射元的满子范畴, 则有 DF−(A) ∼=
K−(P).

定义 23.13. (i) 设 T : A → B 是左正合函子且 A 足够内射, 定义

RT : DF+(A)→ DF+(B)

使得如下图交换 (注23.12):

DF+(A) DF+(B)

K+(I) K+(Filf (B))T

RT

称之为滤过右导出函子;
(ii) 设 T : A → B 是右正合函子且 A 足够投射, 定义

LT : DF−(A)→ DF−(B)

使得如下图交换 (注23.12):

DF−(A) DF−(B)

K−(P) K−(Filf (B))G

LG

称之为滤过左导出函子.
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命题 23.14. 在上述情况下, 有交换图:

DF+(A) DF+(B)

D+(A) D+(B)

grp

RT

grp

RT

证明. 忽略.

注 23.15. 对 K∗ ∈ DF+(B), 有谱序列

Ep,q
1 = Hp+q(grpK∗)⇒ Hp+q(ForgetFilt(K∗)).

23.4 完美复形和迹

设 Λ 是可能不交换的环, 设 ModΛ 是左 Λ-模范畴, 设 K(Λ) 和 D(Λ) 分别是其同
伦范畴和导出范畴.

定义 23.16. 设 Kperf(Λ) 是对象为有限投射 Λ-模构成的有界复形, 对象为复形映射商
去同伦等价的范畴. 故函子 Kperf(Λ) → D(Λ) 是满忠实的, 设 Dperf(Λ) 是其像. 我们
称 D(Λ) 内元素是完美的, 如果它在 Dperf(Λ) 里面.

命题 23.17 (完美复形的性质). (i) 若 Λ 左诺特的, 则 K ∈ D(Λ) 完美当且仅当其有限
Tor-维数且同调群皆为有限 Λ-模;

(ii) 设 X 是域 k 上的射影曲线, 取 Λ 有限且 K ∈ Dcons(X,Λ), 则

RΓ(Xk̄,K) ∈ Dperf(Λ).

证明. (i) 见Tag 0658.
(ii) 就是验证 (i) 里面的条件. 事实上同调群皆为有限 Λ-模很简单: 考虑谱序列

H i(Xk̄,H
j(K))⇒ H i+j(RΓ(Xk̄,K)),

根据上同调维数的结论得知其为有界复形, 再根据定理12.4知道前者皆为有限, 故而后
者也是如此. 考虑 Tor-维数, 由投影公式和相同的谱序列即可证明.

注 23.18. 我们称 K ∈ D(Λ) 有有限 Tor-维数, 如果存在 a, b ∈ Z 使得对任何右 Λ-模
N 使得对任何 i /∈ [a, b] 都有 H i(N ⊗L

Λ K) = 0.

命题 23.19. 设 K ∈ Dperf(Λ) 且 f ∈ EndD(Λ)(K), 则 Tr(f) ∈ Λ\ 良定义.

证明. 任取有限投射复形 P ∗ 使得存在导出范畴内的同构 α : P ∗ → K, 则 α−1 ◦ f ◦ α
对应 f∗ : P ∗ → P ∗ 在同伦意义下良定. 设

Tr(f) =
∑
i

(−1)i Tr(f i : P i → P i) ∈ Λ\.

需要验证这个定义不依赖于 f∗ 的选取, 且不依赖于 P ∗, α 的选取. 这是纯粹的计算验
证, 我们略去, 参考Tag 03TI.
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下面考虑滤过的情况.

定义 23.20. 称 (M,F ) ∈ Filf (ModΛ) 为滤过有限投射的如果对所有的 p 都有 grpF (M)
有限投射. 考虑同伦范畴 KFperf(Λ) 为 Filf (ModΛ) 内滤过投射对象构成的有界复形范
畴, 我们有

KF (Λ) KFperf(Λ)

DF (Λ) DFperf(Λ)

其中满忠实性和之前类似, 得到 DFperf(Λ).

命题 23.21. 设 K ∈ DFperf(Λ) 且 f ∈ EndDF (K), 则

Tr(f |K) =
∑
p∈Z

Tr(f |grp K).

证明. 略去.

23.5 射影曲线的 Lefschetz 数
定义 23.22. 设 Λ 是有限环且 X 是有限域 k 上的射影曲线, 设 K ∈ Dcons(X,Λ).

(a) 设 cK : π−1
X K → K, 则 cK |Xk̄

会诱导完美复形 RΓ(Xk̄,K|Xk̄
) 上的作用 π∗X ,

定义整体 Lefschetz 数为 Tr(π∗X |RΓ(Xk̄,K|Xk̄
)) ∈ Λ\;

(b) 对任何几何点 x̄, 有完美复形 Kx̄. 考虑在 Kx̄ 上的作用 πX , 我们定义局部
Lefschetz 数为

∑
x∈X(k) Tr(πx|Kx̄) ∈ Λ\.

定理 23.23 (Weil 不动点定理). 设 C 是代数闭域 k 上的光滑射影曲线, 设 φ : C → C
为不是恒等映射的 k-自同态. 设 J(C) := Pic0C/k 是 C 的 Jacobian. 设 φ 诱导 φ∗ :

J(C)→ J(C), 则 ∫
C×C

∆ · Γφ = 1− Tr(φ∗) + degφ.

证明. 首先陈述一些关于光滑曲线及其 Jacobian 的事实:
考虑 C × C 的两个投影 p1, p2, 则

Pic(C × C) = p∗1(Pic(C))⊕ p∗2(Pic(C))⊕R,

其中 R = {[Z] ∈ Pic(C × C) : Z|C×{c0} ∼rat 0, Z|{c0}×C ∼rat 0}. 我们有如下典范同构:

R End(J(C))

Z (OC(D) 7→ (p1|Z)∗(p2|Z)∗D)

∼=

设 σ ∈ Aut(C × C) 是前后对换, 则有如下对应:
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End(J(C)) R

α, β 的复合 p13,∗(p
∗
12α ◦ p∗23β)

idJ ∆C − C × {c0} − {c0} × C
φ∗ Γφ − C × {φ(c0)} −

∑
φ(c)=c0

{c} × C
迹 α, β 7→ Tr(αβ) α, β 7→ −

∫
C×C α · σ

∗β

Rosati 对合 α 7→ α† α 7→ σ∗α

Rosati 正定 Tr(αα†) > 0 Hodge 指标定理 −
∫
C×C α · σ

∗α > 0.

下面开始证明. 注意到∫
C×C

∆ · Γφ =

∫
C×C

Γφ · (∆C − C × {c0} − {c0} × C)

+

∫
C×C

Γφ · (C × {c0}+ {c0} × C)

= 1 + degφ+

∫
C×C

Γφ · (∆C − C × {c0} − {c0} × C).

且得知 R 和丰沛除子 C ×{c0}+ {c0}×C 垂直, 那么根据 Nakai-Moishezon 定理和上
述对应得到 ∫

C×C
Γφ · (∆C − C × {c0} − {c0} × C)

=

∫
C×C

Γφ − C × {φ(c0)} −
∑

φ(c)=c0

{c} × C


· (∆C − C × {c0} − {c0} × C) = −Tr(φ∗ ◦ idJ(C)).

因此得到结论.

23.6 Grothendieck-Lefschetz 迹公式
定理 23.24 (Grothendieck-Lefschetz迹公式). 设 Λ 是有限环且 X 是有限域 k 上的代
数簇, 设 K ∈ Dperf(X,Λ), 且 Λ 基数在 k 可逆, 则

Tr(π∗X |RΓc(Xk̄,K|Xk̄
)) =

∑
x∈X(k)

Tr(πx|Kx̄) ∈ Λ\.

证明. 最终是要化归到曲线的情况. 我们只给出思路, 不给证明:
(1) 设 X = Y t U 其中 Y 是闭集而 U 是其补集, 证明对 U, Y 对, 则对 X 也对;
(2) 设 f : X → S 是映射且对 S 和 f 的纤维都对, 则对 X 也对.

因此只需要证明如下曲线的情况:
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定理 23.25. 设 Λ 是有限环且 X 是有限域 k 上的分离有限型维数 ≤ 1 的概形, 设
K ∈ Dcons(X,Λ), 且 Λ 基数在 k 可逆, 则

Tr(π∗X |RΓc(Xk̄,K|Xk̄
)) =

∑
x∈X(k)

Tr(πx|Kx̄) ∈ Λ\.

证明. 设 T ′(X,K) :=
∑

x∈X(k) Tr(πx|Kx̄) ∈ Λ\ 且 T ′′(X,K) := Tr(π∗X |RΓc(Xk̄,K|Xk̄
)).

• 步骤 1. 设 j : U ↪→ X 开浸入且 i : Y = X\U ↪→ X 是闭浸入, 则 T ′′(X,K) =
T ′′(U, j−1K) + T ′′(Y, i−1K) 且 T ′(X,K) = T ′(U, j−1K) + T ′(Y, i−1K).

这个对 T ′ 是平凡的. 对 T ′′ 考虑正合列 0→ j!j
−1K → K → i∗i

−1K → 0 给出 K
的一个滤过, 于是得到 K ′ ∈ DF (X,Λ). 其 griK ′ 为 j!j

−1K, i∗i
−1K ∈ Dcons(X,Λ), 根

据滤过导出范畴不难得知 RΓc(Xk̄,K) ∈ DFperf(Λ), 根据命题23.21和 T ′′ 定义即可得
到结论.
• 步骤 2. 证明当 dimX = 0 时候定理成立.

注意到此时

RΓc(Xk̄,K) = RΓ(Xk̄,K) = Γ(Xk̄,K) =
⊕
x̄∈Xk̄

Kx̄.

注意到 πX : Xk̄ → Xk̄ 的不动点为卧在有理点上的点, 故

Tr(π∗X |RΓc(Xk̄,K|Xk̄
)) =

∑
x∈X(k)

Tr(πx|Kx̄),

因此成立.
• 步骤 3. 划归到只需要证明 T ′(U,F ) = T ′′(U,F ), 其中 U 是 k 上光滑不可约仿射曲
线且 U(k) = ∅, 且 F 是 U 上的有限局部常值 Λ-模且茎为有限投射 Λ-模, 并且 Λ 被
可逆素数 ` 的某幂次零化.

由步骤 1,2, 我们可以考虑去掉任意的有限个闭点的情况. 因此我们去掉所有的有
理点和所以曲线的奇点. 而 Λ 是根据其准素分解而来.

现在考虑
V Y

U X

f f̄

其中 f : V → U 有限平展 Galois 覆叠, 且水平的映射为射影完备化. 考虑 G :=
Gal(V /U), 假设 f−1F =M , 其中 M = Γ(V, f−1F ) 为 Λ[G]-模, 且在 Λ 上有限投射.
• 步骤 4. 对于自然的 G 作用在 f∗f

−1F 且迹映射 f∗f
−1F → F 诱导同构

(f∗f
−1F )⊗Λ[G] Λ = (f∗f

−1F )G ∼= F .

• 步骤 5. 对 n� 0, 设 A = Z/`nZ, 有 f∗f
−1F ∼= (f∗A)⊗A M 和对角 G-作用.

• 步骤 6. 有典范同构 ((f∗A)⊗A M)⊗Λ[G] Λ ∼= F .
• 步骤 7. 有和 π∗U 作用契合的典范同构

RΓc(Uk̄,F ) = (RΓc(Uk̄, f∗A)⊗L
A M)⊗L

Λ[G] Λ.
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• 步骤 8. 只需证明 TrZg

A ((g, π∗U )|RΓc(Uk̄,f∗A)) ∈ A 映射到 Λ 是 0 其中 g ∈ G.
• 步骤 9. 只需证明在 A 内我们有 TrA((g−1πV )

∗|RΓc(Vk̄,A)) = 0.
步骤 4–6 是直接的, 而步骤 7–9 需要一些古怪的代数结论, 我们略去, 更多细节参

考Tag 03U4 和Tag 03UF, 或者 Conrad 讨论班笔记 L20.
• 步骤 10. 证明在 A 内我们有 TrA((g−1πV )

∗|RΓc(Vk̄,A)) = 0.
根据加性我们有

TrA((g−1πV )
∗|RΓc(Vk̄,A)) + TrA((g−1πY )

∗|RΓc((Y \V )k̄,A))

= TrA((g−1πY )
∗|RΓc(Yk̄,A)).

后者根据 Weil 不动点定理23.23知为 g−1πY 在 Yk̄ 的不动点; 而根据步骤 2 得知
TrA((g−1πY )

∗|RΓc((Y \V )k̄,A)) 是 g−1πY 在 (Y \V )k̄ 的不动点. 因此我们要求的

TrA((g−1πV )
∗|RΓc(Vk̄,A))

即为 g−1πY 在 Vk̄ 的不动点. 这根据 U 无有理点即可得到是 0.

24 Weil 上同调理论一瞥
我们均考虑域 k 上的光滑射影簇, SmProj(k) 指光滑射影簇范畴. 本节我们主要参

考 [13] 和 [34].

24.1 Weil 上同调理论和同调等价
设 F 是特征零的域且 GrVectF 是有限维分次 F -线性空间.

定义 24.1. 一个 Weil 上同调理论为一个函子

H : SmProj(k)op → GrVectF

满足如下公理:
(1) 存在杯积 ∪ : H(X)×H(X)→ H(X) 且满足对 a ∈ H i(X), b ∈ Hj(X) 有

b ∪ a = (−1)ija ∪ b;

(2) 存在 Poincaré 对偶:
有迹同构 tr : H2d(Xd) ∼= F 使得有完美对

H i(Xd)×H2d−i(X)
∪−→ H2d(Xd)

tr,∼=−→ F ;

(3) 满足 Künneth 公式: 有如下分次同构

H(X)⊗H(Y )
p∗1⊗p∗2−→ H(X × Y );

(4) 存在链映射 clX : CHi(X)→ H2i(X) 使得

• 对 SmProj(k) 内的 f : X → Y 有 f∗ ◦ clY = clX ◦ f∗ 和 f∗ ◦ clX = clY ◦ f∗;
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• 有 clX(α · β) = clX(α) ∪ clX(β);

• 对点 p, 有 tr ◦clp = deg :=
∫
p.

(5) 弱 Lefschetz 定理满足: 设光滑超平面截面 i : Yd−1 ↪→ Xd, 则 i∗ : H i(X) →
H i(Y ) 在 i < d− 1 时是同构, 在 i = d− 1 时是单射;

(6) 硬 Lefschetz 定理满足: Lefschetz 算子 L(α) = α ∪ clX(Y ) 诱导同构

Ld−i : Hd−i(X) ∼= Hd+i(X), 0 ≤ i ≤ d.

例 24.2. 设 k 特征零且 k ⊂ C, 则可以取:
(i) Betti 上同调, 即 H i

B(X) := H i
sing(X

an,Q)(或 C 系数);
(ii) 经典 de Rham 上同调 H i

dR(X
an;C);

(iii) 代数 de Rham 上同调 H i
dR(X).

这些都是 Weil 上同调理论. 首先 (i) 即为经典代数拓扑里的内容, 而 (ii)(iii) 都可以根
据比较定理给出.

例 24.3. 对域 k 上的簇 X, 任取可逆素数 `, 得到 `-进上同调 H i
ét(Xk̄,Q`). 这个上同

调理论是 Weil 上同调理论是非常不平凡的结论. 事实上我们笔记的大部分都在证明这
个事实, 当然最后一个, 硬 Lefschetz 定理我们还没有证明, 但这个定理是这里面最复杂
的定理, 我也懒得去证明, 参考 [10].

例 24.4. 若 k 完美, 晶体上同调 H i
crys(X/W (k))⊗K 是 Weil 上同调理论, 其中 K 是

Witt 环 W (k) 的分式域.

定义 24.5. 对于某个 Weil 上同调理论 H, 定义 Z ∈ C∗(X) 同调等价为零, 即 Z ∼hom
0, 如果 clX(Z) = 0. 记 Zi

hom(X) ⊂ Ci(X) 是同调等价为零的子群. 这个是依赖于
Weil 上同调理论的选取的.

24.2 其他等价及 Néron-Severi 群
定义 24.6. 设 X 是 d 维射影簇, 定义映射

CHr(X)× CHd−r(X)→ CHd(X)
deg−→ Z.

我们称 Z ∈ CHr(X) 数值平凡, 即 Z ∼num 0 如果对任何余维数是 d − r 的代数
链 Y 都有 Z · Y = 0. 记 Zr

num(X) ⊂ Cr(X) 是数值平凡的子群, 定义 N r(X) :=
CHr(X)/Zr

num(X), 当 r = 1 时称为 Néron-Severi 群.

定理 24.7. 对射影簇 X, 群 N i(X) 有限生成. 事实上设 Bi(X) := N i(X)⊗Q, 则

dimQB
i(X) ≤ b2i := dimH2i

ét (X,Q`) <∞.

证明. 由定理18.3知可以取 Y1, ..., Yn ∈ CHd−i(X) 使得其在 H2d−2i
ét (X,Q`(d− i)) 的像

称为 Q`-线性空间 clX(CHd−i(X)) 的一组基. 显然 n ≤ b2d−2i = b2i. 考虑线性映射

λ : CHi(X)→ Zm, β 7→
(∫

X
β · α1, ...,

∫
X
β · αm

)
.

81



我们断言 kerλ = Zi
num(X). 显然 Zi

num(X) ⊂ kerλ 是平凡的. 反之, 设 α ∈ CHd−i(X)
和 clX(α) =

∑
νjclX(αj), 其中 νj ∈ Q`. 则有∫

X
β · α = tr(clX(α) ∪ clX(β))

=
∑
j

νj tr(clX(αj) ∪ clX(β))

=
∑
j

νj

∫
X
β · αj .

因此若 β ∈ kerλ, 则得到 β 必然数值等价为零, 因此断言成立. 根据断言得到单射
Bi(X) ↪→ Qm. 于是得到结论.

定义 24.8. (i) 记 Zi
rat(X) ⊂ Ci(X) 为有理等价于 0 的子群;

(ii) 我们称 Z ∈ Ci(X) 代数等价, 即 Z ∼alg 0, 如果存在光滑不可约曲线 C 和
W ∈ Ci(C ×X) 和 a, b ∈ C 使得 W (a) = 0,W (b) = Z. 记 Zi

alg(X) 为代数等价于 0

的子群, 记 CHi
alg(X) := Zi

alg/Z
i
rat(X);

(iii) 我们称 Z ∈ Ci(X) 粉碎幂零 (smash-nilpotent) 等价为零, 即 Z ∼⊗ 0, 如果
存在正整数 n 使得

∏nX ∼rat 0. 记 Zi
⊗(X) 为粉碎幂零等价于 0 的子群.

命题 24.9. (i) 我们有 Zi
⊗(X) ⊂ Zi

hom(X) 且

Zi
rat(X) ⊂ Zi

alg(X) ⊂ Zi
hom(X) ⊂ Zi

num(X);

(ii)(Voevodsky-Voisin) 张量 Q 之后有

Zi
rat(X)Q ⊂ Zi

alg(X)Q ⊂ Zi
⊗(X)Q ⊂ Zi

hom(X)Q ⊂ Zi
num(X)Q.

命题 24.10. (i) 不甚困难, 参考 [13] 命题 19.1.1 和 [34] 引理 1.2.18;
(ii) 比较复杂, 完整证明参考 [34] 附录 B.

24.3 Grothendieck 标准猜想一瞥
有关 motive和 Grothendieck标准猜想的入门介绍参考 [34],事实上这本小书也是

我学习平展上同调的动机之一. 这里我们只参观一下何为 Grothendieck 标准猜想, 它
有哪些神奇之处? 这里均假设 k 是代数闭域且 X 是光滑射影簇.

事实上标准猜想包含一系列猜想,这些猜想不是相互独立的,它们之间有一些关系,
而当 k = C 时这些猜想都可以被 Hodge 猜想所得到. 而如果这些猜想成立的话, 那可
以推出存在一个由 motive 得到的万有上同调理论, 而且可以推出Weil 猜想 (当然已经
被 Deligne 绕过了标准猜想而证明).

固定一个 F -系数的 Weil 上同调理论 H(X), 其中 F 是特征零的域, 例如 Q,Q`

等, 对于 clX : CHi(X)Q → H2i(X), 我们称 clX 的像是代数的.
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同调–数值猜想
猜想 2 (同调–数值猜想 D(X)). 我们有 Zi

hom(X) = Zi
num(X).

这个猜想告诉我们如果成立的话, 那么同调等价和 Weil 上同调选取无关. 任意特
征下这个已经在 i = 1 被证明 (Matsusaka); 零特征下 i = 2, 曲线和 Abel 簇的情况被
证明. 而这个猜想显然被下述猜想所推出:

猜想 3 (Voevodsky 猜想). 我们有 Zi
⊗(X) = Zi

num(X).

Künneth 猜想
考虑对角 ∆(X) ⊂ X ×X, 考虑

clX×X(∆(X)) ∈ H2d(X ×X) =
2d⊕
i=0

H2d−i(X)⊗H i(X).

取其分支 (Künneth 分支) 为 ∆topo
i ∈ H2d−i(X)⊗H i(X).

猜想 4 (Künneth 猜想 C(X)). 其 Künneth 分支 ∆topo
i 是代数的.

这个猜想对有仿射分层的代数簇成立, 对曲线, 曲面和 Abel 簇也成立. 用 Weil 猜
想的证明可以推出来有限域上的都成立 (Katz-Messing). 当 k = C, 这个显然是 Hodge
猜想的推论.

Lefschetz 型猜想
Weil 上同调理论给出 Lefschetz 算子 L(α) = α ∪ clX(Y ) 诱导同构

Ld−i : Hd−i(X) ∼= Hd+i(X), 0 ≤ i ≤ d.

可以证明存在唯一的 Λ : H i(X) → H i−2(X) 满足一定的交换性 (就是说它接近 L 的
逆, 参考 [34] 第 36 页). 将 Λ 看作 H∗(X)∨ ⊗ H∗(X) 的元素, 根据 Poincaré 对偶和
Künneth 公式得到

H∗(X)∨ ⊗H∗(X) ∼= H∗(X)⊗H∗(X) ⊂ H∗(X ×X).

定义拓扑对应为 Λ 在 H∗(X ×X) 里的像.

猜想 5 (Lefschetz 型猜想 B(X)). 拓扑对应 Λ 是代数的.

若 k = C, 则注意到 Λ 是 Hodge 类, 故这个猜想也是 Hodge 猜想的推论. 这个猜
想对射影空间, Grassmannian和曲线都平凡.曲面情况是 Grothendieck-Kleiman给出.
而 Abel 簇的情况被 Lieberman-Kleiman 给出.

Kleiman 的一系列结论给出 B(X) 和定义 Lefschetz 算子的嵌入无关, 且 B(X) 可
以推出 C(X). 也可以推出如下猜想:
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猜想 6 (猜想 A(X,L)). 考虑交换图

ImcliX Imcld−i
X

H2i(X) H2d−2i(X)

f

Ld−2i,∼=

则单射 f 是同构.

Hodge 型猜想
我们知道当 i ≤ d 时 Ld−i(X) 是同构, 但 Ld−i+1 就不一定, 我们记 P i(X) :=

kerLd−i+1 为第 i 个原初 (primitive) 上同调. 记 Ai
prim(X) = ImcliX ∩ P 2i(X).

猜想 7 (Hodge 型猜想 Hdg(x)). 设 i ≤ d/2, 考虑配对

Ai
prim(X)×Ai

prim(X)→ Q, (x, y) 7→ (−1)i tr ◦(Ld−2i(x) ∪ y),

则这个配对是正定的.

当特征零时, 根据 Lefschetz 准则, 这个由比较定理和 Riemann-Hodge 双线性型给
出. 对任意特征的, 这个对曲面是对的.

25 平展上同调的一些应用 I——其他代数簇的计算
25.1 带奇点曲线的上同调

命题 25.1. 设 X 是代数闭域 k 上的射影曲线, 有一个结点 x, 设 n 可逆, 则

Hq
ét(X,Z/nZ) =


Z/nZ q = 0,

(Z/nZ)⊕2g+1 q = 1,
Z/nZ q = 2,
0 q ≥ 3.

证明. 取正规化 f : Xν → X, 我们有短正合列 0 → Z/nZ → f∗(Z/nZ) → Q → 0. 不
难得知 H0

ét(X,Q) = Z/nZ 且当 i > 0 时候 H i
ét(X,Q) = 0. 于是因为 f 有限, 引长正

合列得到

0 H0
ét(X,Z/nZ) Z/nZ Z/nZ

H1
ét(X,Z/nZ) H1

ét(X
ν ,Z/nZ) 0

H2
ét(X,Z/nZ) H2

ét(X
ν ,Z/nZ) 0.

f

不难得知 H0
ét(X,Z/nZ) = Z/nZ 且 f = 0, 故 H1

ét(X,Z/nZ) = (Z/nZ)⊕2g+1. 而
H2

ét(X,Z/nZ) = Z/nZ 也不难看出.

注 25.2. 可以推广至 n 个一般奇点的情况, 略去.
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25.2 爆破的平展上同调

命题 25.3. 设 X 是概形, 而 Z ⊂ X 是有限型拟凝聚理想层定义的闭子概形. 考虑爆
破:

E BlZX

Z X

b

j

π

i

c

则对任何 K ∈ D+
tor(Xét) 都有好三角

K → Ri∗(K|Z)⊕Rb∗(b−1K)→ Rc∗(K|E)→ K[1].

证明. 设 K = F ∗. 由于 i∗ 正合, 得到 Ri∗(K|Z) = i∗(F ∗|Z). 取内射预解 b−1F ∗ →
I ∗, 不难得知 b∗I ∗ ' Rb∗(b

−1K). 根据紧合基变换得到 π∗(I ∗|E) = (b∗I ∗)|Z '
Rπ∗(K|E). 因此 Ri∗(K|Z)⊕Rb∗(b−1K)→ Rc∗(K|E) 即为

i∗(F
∗|Z)⊕ b∗(I ∗)→ i∗(b∗(I

∗)|Z).

考虑伴随 F ∗ → b∗I ∗ 和 F ∗ → i∗(F ∗|Z), 进而得到

F ∗ → i∗(F
∗|Z)⊕ b∗I ∗.

只需要证明这个映射拟同构于上面那个的核. 只需要考虑茎, 对点在 Z 的内外分别计
算即可, 这个十分简单, 我们略去.

推论 25.4. 设 X 是概形, 而 Z ⊂ X 是有限型拟凝聚理想层定义的闭子概形. 考虑爆
破:

E BlZX

Z X

b

j

π

i

c

则对任何 K ∈ D+
tor(Xét) 都有长正合列

· · · → Hp
ét(X,K)→ Hp

ét(BlZX, b−1K)→ Hp
ét(Z,K|Z)→ Hp+1

ét (X,K)→ · · · .

证明. 根据命题25.3, 直接取 RΓ 和上同调即可.

26 平展上同调的一些应用 II——Abel 簇相关
26.1 Abel 簇的平展上同调
定理 26.1. 设 A 为域 k 上的阿贝尔簇而 ` 是一个与特征互素的素数. 那么

(i) 有同构
∧rH1

ét(A,Z`) ∼= Hr
ét(A,Z`);

(ii) 考虑 Tate 模 T`A := lim←−A[`
n], 有同构 H1

ét(A,Z`) ∼= (T`A)
∨.

注 26.2. 复的情况下, 根据 GAGA 得知此对应为复环面, 而其奇异上同调环也是这样
的结构, 细节参考 [21] 例 3.11.
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考虑 Kummer 正合列 0 → µ`n → Gm → Gm → 0. 考虑自由群 N(A) :=
Pic(A)/Pic0(A), 正合列诱导出

0→ N(A)/`nN(A)→ H2
ét(A,µ`n)→ H2

ét(A,Gm)[`n].

取逆极限得到
0→ N(A)⊗ Z` → H2

ét(A,Z`)→ T`H
2
ét(A,Gm).

因为 H2
ét(A,Z`) =

∧2H1
ét(A,Z`) =

∧2(T`A)
∨, 故 H2

ét(A,Z`) 内元素可以看作反对称双
线性型 T`A × T`A → Z`(即为 Weil 配对). 而映射 N(A) ⊗ Z` → H2

ét(A,Z`) 也可以由
Weil 配对给出, 略去讨论.

26.2 Abel 簇和 Jacobi 簇
引理 26.3. (i) Abel 簇之间的映射有 Tate 模决定;

(ii) 对光滑射影曲线 C 及其 Jacobi 簇 J , 有 H1
ét(J,Z`) ∼= H1

ét(C,Z`).

证明. (i) 略去;
(ii) 注意到对任何代数簇都有 H1

ét(X,Z/nZ) = Pic(X)[n], 且 C → J 诱导同构
Pic0(J) ∼= Pic0(C), 因此得到同构 H1

ét(J,Z/`nZ) ∼= H1
ét(C,Z/`nZ). 取极限即可.

定理 26.4. 设 A 为阿贝尔簇, 那么存在其上光滑曲线 C 的 Jacobi 簇 J 使得有一个满
射 J → A, 即所有 Abel 簇都是 Jacobi 簇的商.

证明. 取嵌入 A ↪→ Pn, 根据多次 Bertini 定理会截出光滑曲线 C ⊂ A. 根据 Gysin 序
列得到满射

H1
ét(C,Z/`nZ)↠ H2g−1

ét (A,Z/`nZ(g − 1)).

再根据 Poincaré对偶得到单射 H1
ét(A,Z`) ↪→ H1

ét(C,Z`). 由引理 (ii)得到 H1
ét(J,Z`) ∼=

H1
ét(C,Z`) 且 H1

ét(J,Z`) ∼= (T`J)
∨ 和 H1

ét(A,Z`) ∼= (T`A)
∨. 因此得到满射 T`J ↠ T`A.

根据引理 (i) 得到满射 J → A.

26.3 Mordell-Weil 定理一瞥
用一些代数数论和平展上同调知识可以证明:

定理 26.5 (弱 Mordell-Weil 定理). 设 A 是整体域 K 上的一个阿贝尔簇, 设 n 在 K
内可逆, 那么 A(K)/nA(K) 是有限的.

再用 Weil 的高度配对以及完全初等的泛函分析可以得到:

定理 26.6 (Mordell-Weil 定理). 设 A 是整体域 K 上的一个阿贝尔簇, 那么 A(K) 是
有限生成的.

这些证明可以参考笔记 MW.
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27 平展上同调的一些应用 III——相关大定理和猜想一瞥
27.1 Mordell 猜想和 Grothendieck 截面猜想

Mordell 猜想是比较著名的算术定理之一, 由 Faltings 在上世纪八十年代证明, 他
断言了数域上一般型曲线一定有有限个有理点.

定理 27.1 (Mordell 猜想, Faltings 定理). 数域 k 上亏格不小于 2 的光滑紧合曲线 X
满足有理点个数 #X(k) <∞.

猜想 8 (Grothendieck 截面猜想). 考虑 Q 的有限生成域扩张 k 上的亏格不小于 2 的
光滑射影几何整曲线 X. 考虑注2.4, 固定几何点 x̄, 任取有理点 a ∈ X(k) 会诱导
Gal(ksep/k)→ πét

1 (X, ā). 取 γ ∈ πét
1 (X; x̄, ā), 其诱导

sa : Gal(ksep/k)→ πét
1 (X, ā)

γ−1·(−)·γ−→ πét
1 (X, x̄).

这样会给出正合列 1 → πét
1 (Xksep , x̄) → πét

1 (X, x̄) → Gal(ksep/k) → 1 的一个截面. 于
是得知不同 γ 的选取会相差 πét

1 (Xksep , x̄)-共轭, 因此得到

SX/k := {该正合列的截面}/πét
1 (Xksep , x̄)-共轭.

其对应 Gal(ksep/k)-等变的 πét
1 (Xksep , x̄)-挠子群 H1(Gal(ksep/k), πét

1 (Xksep , x̄)). 那么这
样定义的射有限 Kummer 同态

κ : X(k)→ SX/k = H1(Gal(ksep/k), πét
1 (Xksep , x̄)), a 7→ sa

是双射.

这个猜想 (截止到现在) 还没有被证明, 这是 Grothendieck 的远 Abel 几何的一部
分, 而远 Abel 几何的目的就是考虑平展基本群足够不交换的时候 (比如亏格不小于 2),
能否用平展局部群来重构这个代数簇, 这也导致了这个方向很困难也很伟大.

27.2 p 进 Hodge 理论
定理 27.2 (Faltings). 设 K 是 p进域,对任何光滑紧合 K-概形 X 都有在 RepCK

(GK)
的典范同构

CK ⊗Qp H
n
ét(XK ,Qp) ∼=

⊕
q

(CK(−q)⊗K Hn−q(X,Ωq
X/K))

其中 CK(−q) = CK ⊗Qp Qp(−q), GK = Gal(K/K).

这里只是参观一下这个 p 进几何里非常著名的结论, 这事实上是复 Hodge 理论里
Hodge 分解的类比: 若 X 是紧 Kähler 流形, 则有 Hn(X,C) ∼=

⊕
p+q=nH

p(X,Ωq
X).

复的情况就是 Hodge 定理和调和形式分解的直接推论, 而 p 进的情况显然要复杂很多.
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Part II
反常层基础

28 反常层简介

重新回顾一下经典 Poincaré 对偶和 Deligne 的经典结果, 这里我们考虑解析拓扑:

定理 28.1 (经典 Poincaré 对偶). 设 X 是 n 维光滑复射影簇, 则杯积诱导出完美对:

Hq
sing(M,Q)×H2n−q

sing (M,Q)→ H2n
sing(M,Q) ∼= Q.

定理 28.2 (Deligne). 设 f : X → Y 是复代数簇间的光滑射影映射, 则 Leray 谱序列

Ep,q
2 = Hp(Y,Rqf∗Q)⇒ Hp+q(X,Q)

退化. 每个 Rqf∗Q 的纤维的自同构群都在基本群的作用下半单.

我们想对奇异代数簇也有相同的结果, 但遗憾的是如果什么都不改动的话这是不
对的:

例 28.3. 考虑 X = P1∨P1, 则 H0(X,Q) = Q 和 H1(X,Q) = 0 且 H2(X,Q) = Q⊕Q,
因此不满足 Poincaré 对偶.

例 28.4. 设 X 是光滑射影有理曲面, 设 E ↪→ X 是椭圆曲线使得存在收缩 f : X → Y
将 E 缩掉. 在此种情况下可以验证 Leray 谱序列不退化.

因此我们得想办法改变一下这些上同调群来满足这些性质. 事实上我们将要构造
反常层范畴 Perv(X) ⊂ Db(X,Q) 和 ICX ∈ Perv(X), 得到 IH∗(X) = H−∗(X, ICX)
(相交同调) 使得奇异的情况也可以满足上述两个定理 (甚至更推广, 即 BBDG 分解).
在此简介里我们构造一个纯拓扑的对象来一瞥相交同调如何弥补这两个定理.

设 X 是紧合复代数簇 (一般情况需要很复杂的伪流形理论, 我们略去), 维数是复
n 维. 固定闭集的分层 X = Xn ⊃ Xn−1 ⊃ · · · ⊃ X0 满足 dimXi ≤ i 且 Xi\Xi−1 是光
滑且维数 i(或是空集) 的. 以下均为 Q-系数.

定义 28.5. (i) 我们称 ξ ∈ Ci(X) 是被允许的如果对所有的 c ≥ 0 我们有

dim(|ξ| ∩Xn−c) ≤ i− 2c+ c− 1 = i− c− 1.

注意到 i− 2c 是横截的维数, 而我们允许更多的维数 c− 1, 这部分称之为反常的;
(ii) 定义 ICi(X) = {ξ ∈ Ci(X) : ξ在Ci(X)被允许, 且dξ在Ci−1(X)被允许}. 这样

给出复形 IC∗(X) ⊂ C∗(X) 和同调群 IHi(X) = Hi(ICi(X)).

注 28.6. (a) 群 IHi(X) 和分层的选取无关 (Goresky-Macpherson);
(b) 群 IHi(X) 不是同伦不变量.

接下来我们用之前的例子来看这个定义是否满足要求:
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例 28.7. (i) 若 X 光滑, 只需选取 X = Xn, Xi = ∅, i < n 即可;
(ii) 考虑 X = P1 ∨ P1, 结点为 x ∈ X, 考虑分层 X = X1 ⊃ X0 = {x}. 注意到

IC0(X) = {ξ ∈ C0(X) : x /∈ ξ} = C0(X\{x})
IC0(X) = {ξ ∈ C1(X) : x /∈ ξ} = C1(X\{x})
IC0(X) = {ξ ∈ C2(X) : x /∈ dξ} = C1(X\{x}).

因此得到 IH0(X) = H0(X\{x}) 且 IH1(X) = 0, IH2(X) = H2(X), 因此满足 Poincaré
对偶!

这部分笔记会把一开始的一些范畴论和同调代数里过于容易的证明略去, 使得笔
记更加的清晰明了. 笔记参考的是 B. Bhatt 的课程讲义 [3], 我们只对反常层这一概念
一瞥, 而非像第一部分平展上同调那样详细考虑, 有关详细的内容请参考其他书, 例如
拓扑向的 [14], 表示论向的 [22] 还有平展上同调和 Weil 猜想向的 [25](我们更接近这
个).

29 Grothendieck Abel 范畴
定义 29.1 (Grothendieck Abel 范畴). 设 A 是一个 Abel 范畴, 称之为 Grothendieck
Abel 范畴如果满足:

(i) A 存在无限直和;
(ii) A 上的滤余极限都正合;
(iii) 存在 X ∈ A (生成元) 使得对任何 Y ∈ A 都有 X⊕I ↠ Y .

例 29.2. (i) 范畴 ModR 和 Qcoh(X) 都是 Grothendieck Abel 范畴 (Gabber);
(ii) 拓扑空间 X 上的 Ab(X) 一定是 Grothendieck Abel 范畴, 例如定义

F =
⊕

j:U↪→X

j!Z

即为生成元.

定理 29.3 (Grothendieck). 若 A 是 Grothendieck Abel 范畴, 则 A 足够内射, 且内射
预解有函子性.

证明. 参考 [24] 第 9.6 节.

30 t-结构基础
30.1 t-结构基本定义和例子

给定三角范畴 D .

定义 30.1. 设 D 的两个满子范畴 D≤0,D≥0, 我们称对 (D≤0,D≥0) 给了一个 D 上的
t 结构, 如果满足

(a) 设 D≤n := D≤0[−n],D≥n := D≥0[−n], 则 D≤−1 ⊂ D≤0,D≥1 ⊂ D≥0;
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(b) 有 Hom(D≤0,D≥1) = 0;
(c) 任取 X ∈ D , 存在 Y ∈ D≥0 和 Z ∈ D≥1 满足有好三角:

Y → X → Z → Y [1].

设 D♥ = D≤0 ∩ D≥0 为 t-结构的中心 (heart/core). 如果
⋂

n D≥n =
⋂

n D≤n = 0 我
们称 t-结构非退化.

例 30.2. (i) 给定任意三角范畴 D , 可以给出平凡 t-结构 D≤0 = D ,D≥0 = 0;
(ii) 给定 Abel 范畴, 考虑导出范畴 D := D(A ), 设

D≤0 = {K ∈ D : H i(K) = 0, i > 0};
D≥0 = {K ∈ D : H i(K) = 0, i < 0}.

不难验证 t-结构的第一条显然成立. 第三条只需考虑如下截断带来的好三角 (甚至是短
正合列):

τ≤0(X)→ X → τ≥1(X)→ τ≤0(X)[1].

第二条如下: 考虑 K ∈ D≤0, L ∈ D≥1, 取 f : K → L 及其表示为:

τ≤0K ′

K K ′ Lqis

β,qisα,qis g

其中我们将 K ′ 代替为 τ≤0K ′. 注意到 g = 0, 故 f = 0. 于是得到 t-结构.

因此 t-结构是导出范畴的某一方面的推广, 在下一节我们会更加看到这样的性质.

30.2 t-结构上的典范函子
引理 30.3. 设 D 是三角范畴, 对 i ∈ {1, 2}, 考虑两个好三角

X → Y → Z
di−→ X[1],

若 Hom(X[1], Z) = 0, 则 d1 = d2.

证明. 只需考虑如下图表:

X Y Z X[1]

X Y Z X[1]
d2

d1

idX idY idXc

其中 c 根据三角范畴公理得到. 不难追图得知 idZ = c, 因此得知.
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命题 30.4. 设 (D≤0,D≥0) 是三角范畴 D 上的 t-结构.
(i) 含入 D≤n → D 存在右伴随 τ≤n : D → D≤n, 由典范映射 τ≤n(X)→ X 给出;
(ii) 含入 D≥n → D 存在左伴随 τ≥n : D → D≥n, 由典范映射 X → τ≥n(X) 给出;
(iii) 对任何 X ∈ D , 存在唯一 δ : τ≥n+1(X)→ τ≤n(X)[1] 使得有好三角

τ≤n(X)→ X → τ≥n+1(X)
δ−→ τ≤n(X)[1]

(通常称之为标准三角) 且 δ 有函子性.

证明. 平移 n 位不妨设 n = 0, 根据 t-结构公理 (c) 即可得到 (i)(ii). 而 (iii) 再次使用
t-结构公理 (c), 唯一性由引理30.3和 t-结构公理 (b) 得到.

推论 30.5. 关于 τ≤n, τ≥n 有如下性质:
(i) 我们有 τ≤n(X[m]) = (τ≤n+m(X))[m] 和 τ≥n(X[m]) = (τ≥n+m(X))[m];
(ii) X ∈ D≤n 当且仅当 τ≤n(X) ∼= X 当且仅当 τ>n(X) = 0, 而 X ∈ D≥n 当且仅

当 τ≥n(X) ∼= X 当且仅当 τ<n(X) = 0;
(iii) 对好三角 X → Y → Z → X[1], 若 X,Z ∈ D≤n, 则 Y ∈ D≤n; 若 X,Z ∈

D≥n, 则 Y ∈ D≥n;
(iv) 若 a < b, 则 τ≤a ◦ τ≤b = τ≤a = τ≤b ◦ τ≤a 且 τ≤a ◦ τ≥b = 0 = τ≥b ◦ τ≤a, 且

τ≥a ◦ τ≥b = τ≥b = τ≥b ◦ τ≥a;
(v) 对任何 a, b ∈ Z 都有典范同构 τ≤a ◦ τ≥b ∼= τ≥b ◦ τ≤a.

证明. (i)(ii)(iv) 皆为定义和伴随性得到,(iii) 也很容易验证, 此处略去. 而 (v) 则需要八
面体公理, 略去细节参考 [22] 命题 8.1.8.

30.3 中心 D♥ 的性质

固定三角范畴 D . 我们会看到更多的和导出范畴类似的性质.

定义 30.6. 定义 H0 : D → D♥ 为 X 7→ (τ≤0 ◦ τ≥0)(X) 和 Hn(−) := H0((−)[n]).

引理 30.7. (i) 对任何 X ∈ D , 都有好三角

Hn(X)[−n]→ τ≥n(X)→ τ≥n+1(X)→ Hn(X)[−n+ 1],

特别的, 若 X ∈ D≥a, 则 X ∈ D≥n 当且仅当对所有的 i < n 都有 H i(X) = 0;
(ii) 若有好三角 X → Y → Z → X[1], 若 X,Z ∈ D♥, 则 Y ∈ D♥.

证明. (i) 只需要对 τ≥n(X) 运用标准好三角即可;
(ii) 用两次推论30.5(iii) 即可.

注 30.8. 对于 (ii), 若 X,Y ∈ D♥, 则 Z 不一定. 参考如下好三角:

Z 0−→ Z i−→ Z⊕ Z[1] pr2−→ Z[1].

定理 30.9. D♥ 是 Abel 范畴.
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证明. 加性根据30.5(iii) 得到. 现在取 X,Y ∈ D♥ 和 f : X → Y . 取好三角

X
f−→ Y → Z → X[1].

不难得知 Z ∈ D≤0 ∩D≥−1.
• 断言 1. 复合 Y → Z → H0(Z) 是 f 的余核, 而 H−1(Z)→ Z[−1]→ X 是 f 的核.

固定 W ∈ D♥, 对好三角取 Hom(−,W ) 得到正合列

0→ Hom(H0(Z),W )→ Hom(Y,W )→ Hom(Z,W ),

根据定义得知 Y → Z → H0(Z) 是 f 的余核, 对偶的得到 H−1(Z) → Z[−1] → X 是
f 的核.
• 断言 2. 我们有 coim(f) ∼= Im(f).
对典范映射 α : Y → coker(f), β : ker f → X 我们有 coim(f) = cokerβ =

cone(β), 类似的我们也有 Im(f) = kerα = cone(α)[−1], 故我们只需要证明 cone(β) ∼=
cone(α)[−1]. 根据八面体公理得到如下行列均正合的交换图:

H−1(Z) X cone(β)

Z[−1] X Y

H0(Z)[−1] 0 Q

β

idX

不难看出所有元素都在 D♥ 内. 最下面一行得到 Q ∼= H0(Z), 不难得到 Y → Q 和
Y → H0(Z) 相同, 那么根据最右面的列即可得到结论.

注 30.10. 事实上 t-结构的中心也唯一确定了 t-结构本身: 这是因为中心会确定函子
H0, 经过平移会得到 t-结构.

推论 30.11. 设 X,Y, Z ∈ D♥, 则 0→ X
a→ Y

b→ Z → 0 正合当且仅当存在唯一好三

角 X
a→ Y

b→ Z → X[1].

证明. ⇐ 是因为 ker a = H0(Z) = Z, cokera = H−1(Z) = 0;
⇒. 注意到 a 单射当且仅当 ker a = 0 当且仅当 H−1(cone(a)) = 0 当且仅当有

cone(a) ∼= H0(cone(a)) = cokera = Z.

故 cone(a) 是 X → Y 的好三角的一部分且限制在非零同调处, 因此有好三角 X
a→

Y
b→ Z → X[1]. 唯一性根据引理30.3给出.

推论 30.12. 设 X,Z ∈ D♥, 则

Ext1D♡(Z,X) ∼= HomD(Z,X[1]) =: Ext1D(Z,X).

此处前者是指扩张之意而非导出函子.
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证明. 取 (0→ Y → Y → Z → 0) ∈ Ext1D♡(Z,X), 由上述推论得到 HomD(Z,X[1]) 元
素; 反之取 δ ∈ HomD(Z,X[1]), 补齐得到好三角

Z
δ→ X[1]→ cone(δ)→ Z[1].

进而得到好三角 X → cone(δ)[−1] → Z
δ→ X[1]. 由于 X,Z ∈ D♥, 故根据引理30.7(ii)

得到 cone(δ)[−1] ∈ D♥, 故再根据上述推论即可得到结果.

注 30.13. (i) 一般来说 D(D♥) 6= D , 但 Beilinson 证明了反常层和可构建层情况下
D(D♥) ∼= D , 因此我们考虑的情况比较好;

(ii) 这个推论对高阶的 Ext 不成立. 例如 X = S2, 取 D := DLoc(X) 是上同
调为局部常值的子范畴. 可以得知对于典范的 D≤0 和 D≥0 定义了一个 t-结构. 则
D♥ ∼= Loc(X). 因为 π1(X) = 0, 故同构于 Abel 群范畴 (monodromy 表示). 故我们有

Ext2D♡(Z,Z) = Ext2Ab(Z,Z) = 0,

Ext2D(Z,Z) = H2(X,Z) = Z,

因此不对;
(iii) 更多的, 是否 D♥ ↪→ D 会延拓成正合函子 Db(D♥) → D? 在一般情况下这

个我们是未知的, 但如果赋予更多结构的话我们有肯定的情况: Beilinson 证明了纤维
导出范畴的情况; Lurie 证明了 ∞-范畴的情况. 鉴于这个是纯同调代数的, 我们略去证
明. 反常 t-结构的情况参考 Beilinson 基本引理.

定理 30.14. 函子 H0 : D → D♥ 是上同调函子.

简要证明. 在 D 中取定好三角 X → Y → Z → X[1], 只需证明 H0(X) → H0(Y ) →
H0(Z) 是正合的. 我们忽略掉追图的细节, 只给出主要图表, 细节参考 [22] 命题 8.1.11.
• 步骤 1. 若 X,Y, Z ∈ D≥0, 则 0→ H0(X)→ H0(Y )→ H0(Z) 是正合的.

任取 A ∈ D♥, 对 X → Y → Z → X[1] 运用 Hom(A,−) 引出长正合列为

0 = Hom(A,Z[1])→ Hom(A,H0(X))→ Hom(A,H0(Y ))→ Hom(A,H0(Z)),

根据 Yoneda 引理即可.
• 步骤 2. 若 Z ∈ D≥0, 则 0→ H0(X)→ H0(Y )→ H0(Z) 是正合的; 若 X ∈ D≤0, 则
H0(X)→ H0(Y )→ H0(Z)→ 0 是正合的.

只考虑第一种,第二个是对偶的.首先根据 t-结构公理 (b)得到 τ<0(X) = τ<0(Y ),
根据八面体公理得到

τ<0(X) τ<0(Y ) 0

X Y Z

τ≥0(X) τ≥0(Y ) Z

其中行列均为好三角. 对最底下一行用步骤 1 即可.
• 步骤 3. 完成一般情况的证明.
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继续用八面体公理得到

τ≤0(X) Y W

X Y Z

τ>0(X) 0 Q

因此 Q ∼= (τ>0(X))[1]. 然后对其中某些行/列用步骤 2 即可.

定义 30.15. 设 F : D1 → D2 是三角函子, 设 (D≤0
1 ,D≥0

1 ) 和 (D≤0
2 ,D≥0

2 ) 是其上的
t-结构.

(a) 我们称 F 是 t-左正合的如果 F (D≥0
1 ) ⊂ D≥0

2 ;
(b) 我们称 F 是 t-右正合的如果 F (D≤0

1 ) ⊂ D≤0
2 ;

(c) 我们称 F 是 t-正合的如果其 t-左正合且 t-右正合.
设 pF := H0 ◦ F ◦ ι : D♥

1 → D♥
2 .

例 30.16. 例如 Abel 范畴间 F : A → B 左正合函子, 则 RF : D(A )→ D(B) 是 t-左
正合的.

30.4 挠对定义 t-结构
一个三角范畴上可能有很多 t-结构, 下面的结论我们可以感受得到.

定义 30.17. 设 A 是 Abel 范畴, 对于满子范畴 T, F ⊂ A , 我们称 α = (T, F ) 是一个
挠对, 如果满足:

(a) T, F ⊂ A 是加性满子范畴;
(b) Hom(T, F ) = 0;
(c) 对所有 X ∈ A 都存在 Y ∈ T,Z ∈ F 使得 0→ Y → X → Z → 0 正合.

定义 30.18. 设 A 是 Abel 范畴且 D := D(A ) 是其导出范畴, 取 α = (T, F ) 是一个
挠对, 定义

αD≤0 := {K ∈ D :对所有i > 0都有H i(K) = 0,H0(K) ∈ T},
αD≥0 := {K ∈ D :对所有i < −1都有H i(K) = 0,H−1(K) ∈ F}.

例如 T = D , F = 0, 考虑一般的 D≤0,D≥0 即可.
命题 30.19. 设 A 是 Abel 范畴且 D := D(A ) 是其导出范畴, 取 α = (T, F ) 是一个
挠对, 则 (αD≤0, αD≥0) 是其上的一个 t-结构. 则中心为

αD♥ := {K ∈ D :对所有i 6= 0,−1都有H i(K) = 0,H0(K) ∈ T,H−1(K) ∈ F}

是个 Abel 范畴.
证明. 我们忽略这个证明, 参考笔记Math731断言 9.3.

例 30.20. 设 A := Coh(P1), 任取 S ⊂ P1. 设 T 是支撑在 S 上的元素, 而 F 是所有
截面都不在 S 上支撑的元素. 不难得知 α = (T, F ) 是一个挠对. 因此上述构造可以得
到很多 t-结构.
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31 t-结构的粘合

在一般拓扑或者平展上同调里面我们通常会考虑 U
j
↪→ X

i←↩ Z, 其中 U 开且 Z
闭. 会考虑函子 j∗, j!, j

−1 = j!, i∗ = i!, i
−1, i! 及其关系. 我们通常想将 D(Z), D(U) 上

的 t 结构粘合得到 D(X) 上的 t-结构. 现在我们将这个结构抽象出来, 可以在平展上同
调甚至几乎数学里使用. 这部分源自论文 [1, BBD], 值得一提的是其新版本 [2, BBDG]
增加了 Gabber 的名字, 这是因为原始文章 [1, BBD] 一开始就声称: Il avait d’abord
été prévu que O. Gabber soit coauteur du présent article. Il a préféré s’en abstenir
pour ne pas être coresponsable des erreurs ou imprécisions qui s’y trouvent. 简要来说
就是 Gabber 最初被认为是合著者, 但其更希望没有提到他的名字, 这样就不会对文章
的错误负责.
▶ 基础设置. 设 D ,DU ,DF 是三角范畴, 且有两个三角函子

DF
i∗→ D

j−1

→ DU .

设 i! = i∗, j
! = j−1. 我们称这些为粘合设置, 如果满足如下公理:

• (R1) i∗ 有左伴随 i−1 和右伴随 i!;

• (R2) j−1 有左伴随 j! 和右伴随 j∗;

• (R3) j−1i∗ = 0(⇒ i−1j! = i!j∗ = 0);

• (R4) 对任何 K ∈ D 都有 δ, δ′ 满足如下好三角:

j!j
−1K → K → i∗i

−1K
δ→ j!j

−1K[1],

i∗i
!K → K → j∗j

−1K
δ′→ i∗i

!K[1].

注意到根据引理30.3和 (R3) 得知此时 δ, δ′ 是唯一的;

• (R5) j!, j∗, i∗ 是满忠实函子. 因此根据 (R1)(R2) 得到同构:

i−1i∗ ∼= id ∼= i!i∗, j−1j∗ ∼= id ∼= j−1j!.

注 31.1. (a) (i∗DF , j
−1DU ) 和 (j!DU , i∗DF ) 都是 t-结构. 这可以根据 (R3)(R4) 得到

t-结构. 注意到 t-结构的中心是 0;
(b) 因此我们有

DF D DUi∗ j−1

i−1

i! j∗

j!

是三条 Verdier 商的正合列.
定理 31.2. 设 D ,DU ,DF 是三角范畴和一套粘合设置 (如上讨论), 假设有 t-结构
(D≤0

U ,D≥0
U ) 和 (D≤0

F ,D≥0
F ). 定义

D≤0 := {K ∈ D : j−1K ∈ D≤0
U , i−1K ∈ D≤0

F };
D≥0 := {K ∈ D : j−1K ∈ D≥0

U , i!K ∈ D≥0
F }.

则 (D≤0,D≥0) 赋予一个 t-结构.

95



证明. 证明略去,因为 Bhargav声称自己也不知道他们怎么来的,那我也不太想知道了.
参考 [1] 定理 1.4.10, 我们只算一个例子如下.

例 31.3. 设 X = A1
C ∨ A1

C 赋予复拓扑, 结点为 x, 定义 Z = {x}, U = X\Z. 考虑
DF := D(Z) = D(Ab) 赋予标准 t-结构且 DU := D(U) 赋予 (D≤−1(U), D≥−1(U)). 因
此我们得到 D := D(X) 上的 t-结构为

D≤0 := {K ∈ D(X) : j−1K ∈ D≤−1(U), i−1K ∈ D≤0(Z)};
D≥0 := {K ∈ D(X) : j−1K ∈ D≥−1(U), i!K ∈ D≥0(Z)}.

我们断言:
(a) j!Z[1] ∈ D♥;
(b) Z[1] ∈ D♥;
(c) j!Z[1]→ Z[1] 在 D♥ 满射.

证明. (a) 在此种情况下 j−1Rj∗ ∼= id, 我们有好三角

j!Z[1] = j!j
−1Rj∗Z[1]→ Rj∗Z[1]→ i∗i

−1Rj∗Z[1]→ (j!Z[1])[1].

注意到 i−1Rj∗Z[1] = hocolimV 3xRΓ(V \{x},Z[1]) = RΓ(S1tS1,Z[1]) = Z⊕2[1]⊕Z⊕2,
故我们有好三角 j!Z[1]→ Rj∗Z[1]→ i∗(Z⊕2[1]⊕ Z⊕2)→ (j!Z[1])[1]. 则我们有

i!j!Z[1] = i!i∗(Z⊕2[1]⊕ Z⊕2)[−1] = Z⊕2 ⊕ Z⊕2[−1] ∈ D≥0(Z).

同理作用 j−1 得到 j−1j!Z[1] = Z[1] ∈ D≥−1(U), 故 j!Z[1] ∈ D≥0. 同理作用 i−1 得到
j!Z[1] ∈ D♥.

(b) 好三角 i∗i
!Z[1]→ Z[1]→ Rj∗Z[1]→ 取茎得到好三角

i!Z[1]→ Z[1]→ Rj∗Z[1]→ Z⊕2[1]⊕ Z⊕2 → .

诱导上同调长正合列给出 H−1(i!Z[1]) = 0,H0(i!Z[1]) = Z,H1(i!Z[1]) = Z⊕2. 类似的
也可以得到 j−1Z[1] 的情况, 最终得到

i!Z[1] = Z[0]⊕ Z⊕2[−1] ∈ D≥0(Z), j−1Z[1] = Z[1] ∈ D≥−1(U).

另一方面也类似, 因此得到 Z[1] ∈ D♥;
(c) 注意到有好三角 j!Z[1] → Z[1] → i∗Z[1] →, 作用新的 t-结构的 H0(记为 pH0)

再根据 (a)(b) 得到

· · · → pH0(j!Z[1]) = j!Z[1]→ pH0(Z[1]) = Z[1]→ pH0(i∗Z[1])→ · · · .

只需证明 pH0(i∗Z[1]) = 0. 显然 i∗ 是 t-正合的, 则
pH0(i∗Z[1]) = i∗

pH0(Z[1]) = 0,

因此成立.

注 31.4. 这是 Beilinson 基本引理的一个特例. 此外这里的相交上同调复形是 Z[1], 这
就是为什么我们计算这个.
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32 Goresky-Macpherson 扩张和单对象
考虑上一节的粘合 t-结构. 设 D ,DU ,DF 是三角范畴和一套粘合设置, 假设有 t-结

构 (D≤0
U ,D≥0

U ) 和 (D≤0
F ,D≥0

F ). 定义

D≤0 := {K ∈ D : j−1K ∈ D≤0
U , i−1K ∈ D≤0

F };
D≥0 := {K ∈ D : j−1K ∈ D≥0

U , i!K ∈ D≥0
F }.

则得到 t-结构 (D≤0,D≥0). 对 j!, j∗, i∗, ... 定义出中心间的反常函子
pj!,

pj∗,
pi∗, ... 如

下:
D♥

U D♥

DU D
j!

pH0

pj!

(只定义一个, 其他类似).

32.1 一些正合性质

命题 32.1. 如上假设, 我们有:
(i) j−1, i∗ 是 t-正合的;
(ii) j!, i−1 是 t-右正合的, 且 j∗, i

! 是 t-左正合的;
(iii) 对 (pj!,

pj−1), (pj−1, pj∗) 是 D♥
U 和 D♥ 间的伴随对;

(iv) 对 (pi−1, pi∗), (
pi∗,

pi!) 是 D♥
F 和 D♥ 间的伴随对;

(v) 我们有 pj−1 ◦ pi∗ = 0(伴随性给出 pi−1 ◦ pj! =
pi! ◦ pj∗ = 0);

(vi) 对任何 A ∈ D♥ 我们有正合列

0→ pi∗H
−1(i−1A)→ pj!

pj−1A→ pi∗
pi−1A→ 0,

0→ pi∗
pi!A→ A→ pj∗

pj−1A→ pi∗H
1(i!A)→ 0;

(vii) 函子 pi∗,
pj∗,

pj! 是满忠实函子;
(viii) 函子 pi∗ : D♥

F → D♥ 诱导等价 D♥
F
∼= D♥

F = {A ∈ D♥ : pj−1A = 0};
(ix) 函子 pj−1 : D♥ → D♥

U 诱导等价 D♥/D♥
F
∼= D♥

U .

证明. 无聊的同调代数罢了, 参考 [1] 第 1.4 节命题 1.4.16 之后的内容.

32.2 Goresky-Macpherson 扩张
设 D ,DU ,DF 是三角范畴和一套粘合设置, 假设有 t-结构 (D≤0

F ,D≥0
F ).

定义 32.2. 我们称 Y ∈ DU 的一个扩张是指 X ∈ D 使得 j−1X = Y .

例 32.3. 取 X = j!Y 或者 j∗Y 知道扩张总是存在的.

命题 32.4. 对任意的 Y ∈ DU 和 p ∈ Z 都存在唯一的扩张 X ∈ D 满足

i−1X ∈ D≤p−1
F , i!X ∈ D≥p+1

F .
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证明. 考虑退化 t-结构 (DU , 0) 和 (D≤0
F ,D≥0

F ) 粘合得到新的 D 的 t-结构. 则其继承了
截断 F τ≤i : D → D(只对 DF 内的管用):

D≤0 := {K ∈ D : i−1K ∈ D≤0
F };

D≥0 := {K ∈ D : j−1K = 0, i!K ∈ D≥0
F }.

• 断言. 函子 i−1 对此 t-结构正合.

断言的证明. 只需证明 i−1(D≥0) ⊂ D≥0
F . 对任意 X ∈ D 考虑好三角 F τ<0X →

X → F τ≥0X 得到如下交换图:

j!j
−1F τ<0X j!j

−1X j!j
−1F τ≥0X = 0

F τ<0X X F τ≥0X

i∗i
−1F τ<0X i∗i

−1X i∗i
−1F τ≥0X

∼=

∼=

其中 j!j
−1F τ≥0X = 0 是因为 D≥0

U = 0 且不难验证 j−1 对此 t-结构正合. 因此
有 i!F τ≥0X ∼= i!i∗i

−1F τ≥0X = i−1F τ≥0X, 因此根据命题32.1(ii) 得到 i! 是 t-左
正合的, 于是得到断言.

回到原结论的证明. 考虑 Y 的任意扩张 X, 考虑 i∗i
!X → X → j∗j

−1X 作用 i−1 并旋
转一次得到好三角

i−1X → i−1j∗Y → i!X[1]

进而得到结论条件当且仅当 i−1X ∼= τ≤p−1(i−1j∗Y ). 我们假设 X = F τ≤p−1(j∗Y ), 首
先根据 j−1 是 t-正合的, 则 j−1X = Uτ≤p−1(j−1j∗Y ) = Y , 故 X 是 Y 的一个扩张. 再
根据断言得到 i−1X ∼= τ≤p−1(i−1j∗Y ), 因此存在性成立. 唯一性略去.

现在考虑有 t-结构 (D≤0
U ,D≥0

U ) 和 (D≤0
F ,D≥0

F ). 取粘合

D≤0 := {K ∈ D : j−1K ∈ D≤0
U , i−1K ∈ D≤0

F };
D≥0 := {K ∈ D : j−1K ∈ D≥0

U , i!K ∈ D≥0
F }.

得到 t-结构 (D≤0,D≥0).
对任何 B ∈ DU ,考虑由于伴随诱导同构 B ∼= j−1j!B,因此有 j∗j!B → B 同构. 伴

随性再次给出典范映射 j!B → j∗B. 故我们会诱导出如下交换图:

j!B j∗B

pj!B
pj∗B

定义 32.5. 定义 Goresky-Macpherson 扩张 (或称 Intermediate extension) 为

j!∗(B) := Im(pj!B → pj∗B) ∈ D♥.
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命题 32.6. 对任何 B ∈ DU 都有 Goresky-Macpherson 扩张 j!∗(B) 是唯一的扩张
X ∈ D 满足

i−1X ∈ D≤−1
F , i!X ∈ D≥1

F .

此时扩张是指因为 pj−1 ◦ pj! =
pj−1 ◦ pj∗ = id.

证明. 只证明 i−1j!∗(B) ∈ D≤−1
F .注意到满射 pj!B ↠ j!∗(B),作用 pi−1得到 pi−1pj!B ↠

pi−1j!∗(B). 而由于 pi−1pj!B = 0 且注意到 i−1 是 t-右正合的且 j!∗(B) ∈ D≤0, 我们有

0 = pi−1j!∗B = pH0(i−1j!∗(B)) = τ≥0(i−1j!∗(B)).

因此 i−1j!∗(B) ∈ D≤−1
F .

推论 32.7. 对任何 B ∈ DU 都有 Goresky-Macpherson 扩张 j!∗(B) 是唯一的扩张

X ∈ D 满足其在 D♥
F 无平凡的子对象和商.

证明. 根据伴随性可以证明对任何 X ∈ D♥ 都有 X ↠ pi∗i
−1X 是 D♥

F 内最大的商; 都
有 pi∗i

!X ↪→ X 是 D♥
F 内最大的子对象. 根据上述引理得到 pi−1j!∗(B) = 0, 因此满足

结论条件. 唯一性略去.

32.3 单对象

命题 32.8. 所有 D♥ 内的单对象皆形如:
(a) j!∗SU 其中 SU 是 D♥

U 的单对象;
(b) pi∗SF 其中 SF 是 D♥

F 的单对象.

证明. 设 S ∈ D♥ 单对象, 若 pi−1S 6= 0, 则有商 S ↠ pi∗
pi−1S, 因此 S ∼= pi∗

pi−1S. 同
理若 pi!S 6= 0, 则有 S ∼= pi∗

pi!S. 因此只需要假设 pi−1S = pi!S = 0, 根据推论32.7得到
S ∼= j!∗j

−1S. 此外需要验证若 S 是单对象, 则 pi−1S, pi!S 和 j−1S 都是单对象. 前二者
是平凡的, 我们只验证 j−1S: 假设有 j−1S ↠ Q 非平凡, 因为 pj! 是右正合的, 我们有

pj!j
−1S pj!Q

S = j!∗j
−1S j!∗Q

由于 j!∗Q 是 Q 的扩张, 因此不为零, 这和 S 单性矛盾.

注 32.9. 若 B ∈ D♥
U 是单对象, 则 j!∗B 也是单对象. 证明略去, 参考 [3] 注 12.6.

32.4 Deligne 公式的特殊情况
命题 32.10. 设 X 是 C 上的 d 维代数簇且有孤立的奇点 x ∈ X. 设 Z = {x}, U =
X\Z. 考虑 t-结构 (D≤−d(U), D≥−d(U)) 和 (D≤0(Z), D≥0(Z)) 粘合得到 D(X) 上的
t-结构. 则有

j!∗(Z[d]) = τ≤−1(Rj∗Z[d]).
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证明. 设 K = j!∗Z[d], 根据命题32.6只需证明 i−1K ∈ D≤−1(Z) 且 i!K ∈ D≥1(Z). 考
虑好三角

K → Rj∗Z[d]→ τ≥0Rj∗Z[d].

(i) 作用 i−1 得到 i−1K → i−1Rj∗Z[d]→ τ≥0i−1Rj∗Z[d], 故 i−1K ∈ D≤−1(Z);
(ii) 作用 i! 得到 i!K → i!Rj∗Z[d] = 0→ i!τ≥0Rj∗Z[d], 故

i!K ∼= i!
(
i!τ≥0Rj∗Z[d]

)
[−1].

由 i! 左正合得到 i!K ∈ D≥1(Z).

例 32.11. 设 X = P1 ∨ P1 和结点 x ∈ X, 我们有

j!∗(Z[1]) = τ≤−1(Rj∗Z[1]) = (j∗Z)[1].

我们将要说明 RΓ(X, j!∗(Z[1])) 和相交同调行为类似, 即其满足 Poincaré 对偶: 考虑
好三角

j!∗Z[1] = j∗Z→ Rj∗Z[1]→ R1j∗Z[1] = i∗(Z⊕ Z).

作用 RΓ 得到

RΓ(X, j!∗Z[1]) RΓ(X,Rj∗Z[1]) RΓ(X, i∗Z⊕ Z)

RΓ(X\{x},Z[1]) Z⊕2

RΓ(A1 t A1,Z[1])

Z⊕2[1]

则得到 RΓ(X, j!∗(Z[1])) = Z[1]⊕ Z[−1], 故满足 Poincaré 对偶.

33 平展上同调的注记

33.1 局部系和可构建层

不同于第一部分 (平展上同调基础), 在此第二部分我们将采用如下定义:

定义 33.1. 设 A 是有限环, 而 X 是概形.
(a) 定义局部系为 LocA(X) 由满足存在平展覆盖 X ′ → X 使得 EX′ ∼= A⊕n 的平

展 A-模 E 构成, 即此为平展向量丛. 定义秩 n 的子范畴为 LocnA(X);
(b) 可构建层 consA(X) 也将假设成局部闭集上是在新的 LocA(Xi) 内;
(c) 定义 Db

cons(X,A) 和 Db
Loc(X,A) 为二者的有界平展层复形的导出范畴
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注 33.2. (i) 不难得到 LocnA(X)→ {GLn(A)-torsor} 为
E 7→ Frame(E ) := IsomA(A

⊕n,E )

是范畴等价;
(ii) 取 F ∈ consA(X), 则 F ∈ LocA(X) 当且仅当对任何几何点特化 x′ ⇝ x 会

诱导 Fx′ ∼= Fx.
我们有如下常用的结论, 其中些许已经证明过了:

命题 33.3. 设 X 是概形且 A 是有限环.
(i) Db

cons(X,A)是 D(Xét, A)内最小的三角子范畴使得其包含 k!L其中 k : Z → X
局部闭且 L ∈ LocA(X);

(ii) Db
cons(X,A) :=

K ∈ D(Xét, A)

∣∣∣∣∣∣∣
存在局部闭分解X =

∐
i

Xi使得

K|Xi ∈ Db
Loc(X,A)

 ;

(iii)(Folklore) Db
cons(X,A) 是 D(Xét, A) 内所有紧对象组成的子范畴;

(iv)(Folklore) D(Xét, A) 是紧生成的;
(v)(Gabber) 设 f : X → Y 是诺特拟优等概形间的有限型映射, 则 f 有有限上同

调维数且若 #(A) 在 Y 内可逆, 则 Rf∗ 保持 Db
cons;

(vi)(Deligne 一般基变换) 设 f : X → Y 是诺特概形间的有限型映射使得 #(A)
在 Y 内可逆.固定 K ∈ Db

cons(X,A), 存在稠密开集 U ⊂ Y 使得对所有满足 g(Y ′) ⊂ U
的纤维积

X ′ X

Y ′ Y
g

ff ′

g′

⌜

都有 g−1Rf∗K ∼= Rf ′∗(g
′)−1K;

(vii) 若 f : X → Y 有限, 则 Rf∗ 保持可构建层;
(viii) 若 f : X → Y 有限平展且 Y 连通, 则 f∗A ∈ LocA(X);
(ix)设X 是诺特拟优等概形,设K,L ∈ Db

cons(X,A),则 RH om(K,L) ∈ Db
cons(X,A).

证明. (i)-(viii) 证明忽略. 注意 (iii) 和 (iv) 可以参考 [4] 而 (viii) 即为光滑基变换罢了.
我们来简证 (ix). 首先我们可以约化到 K = j!A, 其中 j : U → X 平展. 其次注意到
(Verdier 对偶的特例): 任取另一个平展映射 k : V → X, 考虑

U ×X V V

U X
j

k

h

i
⌜

根据命题6.9(i) 我们有
RΓ(V,RH om(j!A,L)) = RHom(k−1j!A, k

−1L)

∼= RHom(h!i
−1A, k−1L) = RHom(h!A, k

−1L)

∼= RΓ(U ×X V, h−1k−1L) ∼= RΓ(U ×X V, j−1L)

∼= RΓ(V,Rj∗j
−1L),
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则 RH om(j!A,L) ∼= Rj∗j
−1L, 根据 (v) 得到结论.

例 33.4. 对于椭圆曲线的 2-分歧覆盖 f : E → P1 根据 Riemann-Hurwitz 不难得到其
在四个点分歧. 则 f∗A 在非分歧点处是二阶局部系, 在分歧点处是一阶局部系.

33.2 Nearby cycles 和 vanishing cycles
定义 33.5. 设 S 是严格 Hensel 局部 DVR(例如 C[[t]],Zp). 取闭点 s → S 和几何一
般点 t→ S. 设 f : X → S 是有限型态射, 则考虑

Xt̄ X Xs

t̄ S si

i

fsf

j̄

i

ft̄

任取 K ∈ D(X), 考虑典范映射 can : i−1K → i−1Rj̄∗j̄
−1K.

(i) 定义 nearby cycle 函子 ψf : D(X)→ D(Xs) 为 K 7→ i−1Rj̄∗j̄
−1K;

(ii) 定义 vanishing cycle 函子 φf : D(X)→ D(Xs) 为 K 7→ cone(can).

命题 33.6. 设 S 是严格 Hensel 局部 DVR(例如 C[[t]],Zp). 取闭点 s → S 和几何一
般点 t→ S. 设 f : X → S 是有限型态射, 则考虑

Xt̄ X Xs

t̄ S si

i

fsf

j̄

i

ft̄

任取 K ∈ D(X), 考虑典范映射 can : i−1K → i−1Rj̄∗j̄
−1K.

(i) 有好三角 i−1K → ψf (K)→ φf (K)→ i−1K[1];
(ii) 我们有 (ψfK)x̄ = RΓ(SpecOsh

x̄ ×s t̄, K);
(iii) 若 f 紧合且 φfK = 0, 则余特化函子是同构;
(iv) 若 f 光滑且 K ∈ Db

cons(Xét, A) 且 #A 在 S 内可逆, 则 φfK = 0.

证明. (i) 平凡,(ii) 根据推论9.4得到. (iii) 根据紧合基变换我们有

RΓ(Xs, i
−1K) RΓ(Xs, ψfK)

RΓ(Xt̄, j̄
−1K)

cosp

再根据 (i) 即可得到结论. 关于 (iv), 可以约化到 K = A 的情况. 根据光滑基变换得到

f−1Rj̄∗A ∼= Rj̄∗f
−1
t̄
A ∼= Rj̄∗A.
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由 i−1Rj̄∗A ∼= A, 我们得到

i−1f−1Rj̄∗A

f−1
s i−1Rj̄∗A ψf (A) i−1Rj̄∗A

f−1
s A A

∼=

∼=
∼= cosp

故得到结论.

34 Verdier 对偶
34.1 Verdier 对偶及其评注
定理 34.1 (Verdier 对偶). 设 f : X → Y 是诺特拟优等概形间的分离映射, 设 A 局
部有限且剩余类域的特征可逆, 则存在 f ! : Db

cons(Yét, A) → Db
cons(Xét, A) 满足对任何

K ∈ Db
cons(Yét, A) 和 L ∈ Db

cons(Xét, A) 都有

RH om(Rf!K,L) ∼= Rf∗RH om(K, f !L).

简要说明. 运用 K-内射预解, 考虑层复形:

((j : U → X) 7→ RHom((f ◦ j)!A,L))] ,

这样定义了 f !L ∈ D(Xét, A), 但困难的是证明 f !L ∈ Db
cons(Xét, A), 这也是用到拟优等

概形这样条件的地方.

事实上在最一般的情况下, 即 f : X → Y 仅是拟紧拟分离概形间的分离有限型映
射, 考虑 A 是挠环, 则考虑 Brown 表示的结论:
事实.(参考Tag 0F5Y) 设 A 是 Grothendieck Abel 范畴且 D 是某个三角范畴. 设 F :
D(A)→ D 是和直和交换的三角函子, 则 F 存在三角右伴随函子.

那么根据命题16.7得知满足这个条件, 故存在 Rf! : D(Xét, A)→ D(Yét, A) 的右伴
随 f ! 满足对任何 K ∈ D(Yét, A) 和 L ∈ D(Xét, A) 都有

RH om(Rf!K,L) ∼= Rf∗RH om(K, f !L).

所以 Poincaré对偶22.9给出了 f !在光滑分离的时候长什么样,而 Verdier对偶34.1给出
了此时保持 Db

cons((−)ét, A), 这些都是其证明困难之处. 而紧合情况下的 Grothendieck
对偶也是 Brown表示的结论,这是 Amnon Neeman的工作,大幅简化了 Grothendieck,
Harshorne, Deligne 和 Verdier 的方法. 所以伴随存在性从来就不是难点, 难点是伴随
函子的长相或者保持何种性质.

注 34.2. 在最一般的情况下函子 f ! 在平展时为 f−1, 在闭浸入时和原来相同.
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34.2 对偶复形

设 k = ksep 且 A = Z/`nZ 其中 ` ∈ k∗.

定义 34.3. 设 X 是 k 上的代数簇.
(i) 设 f : X → Spec k 是结构映射, 定义对偶复形 DX := f !A;
(ii) 若 K ∈ Db

cons(Yét, A), 定义 DX(K) := RH om(K,DX).

命题 34.4. 考虑 k 上的簇.
(i) 对 g : X → Y , 我们有 g!DY = DX ;
(ii) 对 g : X → Y 和 K ∈ Db

cons(Yét, A), L ∈ Db
cons(Xét, A) 我们有 DY (g!K) =

g∗DX(K)和 DY (g∗K) = g!DX(K)和 g−1DY (L) = DX(g!L)和 g!DY (L) = DX(g−1L);
(iii) 对 K ∈ Db

cons(Yét, A) 有典范同构 K ∼= DX ◦ DX(K).

35 代数簇上的反常层

只考虑 k = k̄ 上的代数簇, 且取素数 ` ∈ k∗. 我们此处通常考虑 Db
cons(X,Z/`), 而

对于 Db
cons(X,Q`) =

(
lim←−n

Db
cons(X,Z/`n)

)
[1` ] 和 Db

cons(X,Q`) 的构造以及精细的内

容请参考 [25] 附录 A 和正文前几章.

注 35.1. 注意对 Db
cons(X,Z/`n), n ≥ 2, 其不保持 τ≤n. 例如 X = Spec k, 则

Db
cons(X,Z/`n) = Dperf(X,Z/`n).

考虑 K = (Z/`n `→ Z/`n), 则 H0(K) = Z/` /∈ Dperf(X,Z/`n).

定义 35.2. 设 X 是 k 上的代数簇, 定义 Db
cons(X,Z/`) 的反常 t-结构为

pD≤0 = {K ∈ Db
cons(X,Z/`) : K半反常}

= {K ∈ Db
cons(X,Z/`) :对任何i有 dim supp(H i(K)) ≤ −i};

pD≥0 = {K ∈ Db
cons(X,Z/`) : DXK半反常}

= {K ∈ Db
cons(X,Z/`) :对任何i有 dim supp(H i(DXK)) ≤ −i};

定义 Perv(X) = pD♥ := pD≤0 ∩ pD≥0.

注 35.3. 我们先为证明其为 t-结构做一些铺垫.

例 35.4. (i) 若 X = Spec k, 则反常 t-结构即为寻常的 t-结构;
(ii) 若 X 是曲线则不然, 例如 K = Z/`[0], 则显然 K = Z/`[0] /∈ pD≤0;
(iii)设X 是光滑曲线,考虑 j : U := X\{x} → X,则有K := j∗Z/`[1] ∈ Perv(X).

首先可以证明 H0(K) 支撑在 x 上且 H−1(K) 在所有 X 上支撑, 故 K ∈ pD≤0; 另一
方面我们有 DX(K) = j!DU (Z/`[1]), 而且

DU (Z/`[1]) = RH omU (Z/`[1],Z/`(1)[2]) = Z/`(1)[1],

因此 DX(K) = j!(Z/`(1)[1]), 因此不难得到 K ∈ pD≥0, 进而 K ∈ Perv(X).
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命题 35.5. (i) 我们有 pD≤0 ⊂ D≤0, 对偶情况不对;
(ii) 对任何 n > 0 都有 pD≤0[n] ⊂ pD≤0;
(iii) 对 K ∈ Db

cons(X,Z/`) 存在 n,m� 0 都有 K[n] ∈ pD≤0 且 K[−m] ∈ pD≥0.
换句话说就是对 K ∈ Db

cons(X,Z/`) 存在 n,m� 0 都有 K ∈ pD≤n ∩ pD≥−m, 也就是
反常 t-结构总是有界的.

证明. 只是定义的直接推论, 略去证明.

35.1 平滑 (Lisse) 复形
定义 35.6. 设 X 是代数簇, 定义过 Db

Loc(X,Z/`) = {K ∈ Db
cons(X,Z/`) : H i(K) ∈

LocZ/`(X)}, 我们称 K ∈ Db
Loc(X,Z/`) 是平滑 (Lisse) 复形.

命题 35.7. 设 X 是代数簇.
(i) 若 K ∈ Db

Loc(X,Z/`), 则 K∨ := RH om(K,Z/`) ∈ Db
Loc(X,Z/`);

(ii) 若 X 是光滑 d 维且 K ∈ Db
Loc(X,Z/`), 则 DX(K) ∈ Db

Loc(X,Z/`) 且

H i(DX(K)) ∼= H−i−2d(K)∨(d).

证明. (i) 根据平展下降这是平凡的;
(ii) 根据 Poincaré 对偶此时 DX = Z/`(d)[2d], 计算即可.

命题 35.8. 若 X 是光滑 d 维代数簇且 K ∈ Db
Loc(X,Z/`), 则

(i) K ∈ pD≤0(X) 当且仅当对所有的 i > −d 都有 H i(K) = 0;
(ii) K ∈ pD≥0(X) 当且仅当对所有的 i < −d 都有 H i(K) = 0;
(iii) K ∈ Perv(X) 当且仅当对所有的 i 6= −d 都有 H i(K) = 0.

证明. (i) 注意到对任何 K ∈ Db
Loc(X,Z/`) 都有 dim supp(H i(K)) ≤ d, 因此成立;

(ii) 此时 DXK = K∨(d)[2d], 而且 H i(DXK) = H−i−2d(K)∨(d), 且注意到 K ∈
pD≥0(X) 当且仅当 DXK ∈ pD≤0(X), 再根据 (i) 即可得到.

(iii) 就是 (i) 和 (ii) 的推论.

35.2 BBD——反常 t-结构的验证
引理 35.9. 固定 j : U → X 是开集而 i : Z → X 是其补, 设 K ∈ Db

cons(X,Z/`).
(i) K ∈ pD≤0(X) 当且仅当 j−1K ∈ pD≤0(U) 且 i−1K ∈ pD≤0(Z);
(ii) K ∈ pD≥0(X) 当且仅当 j!K = j−1K ∈ pD≥0(U) 且 i!K ∈ pD≥0(Z).

证明. (i) 由于 i−1, j−1 正合, 故

dim supp(H i(K)) = max(dim supp(H i(i−1K)), dim supp(H i(j−1K))),

因此成立;
(ii) 考虑命题34.4(ii) 再运用 (i) 即可.

推论 35.10. 固定 j : U → X 是开集而 i : Z → X 是其补, 设 K ∈ Db
cons(X,Z/`). 设

U 是光滑 d 维的且 K|U ∈ Db
Loc(U,Z/`), 则有

(i) K ∈ pD≤0(X) 当且仅当 K|U ∈ Db,≤−d
Loc (U,Z/`) 且 i−1K ∈ pD≤0(Z);

(ii) K ∈ pD≥0(X) 当且仅当 K|U ∈ Db,≥−d
Loc (U,Z/`) 且 i!K ∈ pD≥0(Z).
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证明. 根据命题35.8和引理35.9即可得到结论.

定理 35.11 (BBD). 设 X 是 k 上的代数簇, 考虑 Db
cons(X,Z/`) 的子范畴:

pD≤0(X) = {K ∈ Db
cons(X,Z/`) : K半反常}

= {K ∈ Db
cons(X,Z/`) :对任何i有 dim supp(H i(K)) ≤ −i};

pD≥0(X) = {K ∈ Db
cons(X,Z/`) : DXK半反常}

= {K ∈ Db
cons(X,Z/`) :对任何i有 dim supp(H i(DXK)) ≤ −i};

则这是一个 t-结构, 称为反常 t-结构.

简要证明. 对维数做归纳法.当 dimX = 0时,这个是平凡的.下面考虑高维 dimX = d
情况.

固定 j : U → X 是开集而 i : Z → X 是其补且设 U 是光滑的. 考虑正合列

Db
cons(Z,Z/`) Db

cons(X,Z/`) Db
cons(U,Z/`)

Db
cons(Z,Z/`) D(X,U) Db

Loc(U,Z/`)

∼=

i∗ j−1

其中 D(X,U) = {K ∈ Db
cons(X,Z/`) : K|U ∈ Db

Loc(U,Z/`)}. 首先由于 U 光滑, 根据
推论35.10得到

pD≤0(U) ∩Db
Loc(U,Z/`) = Db,≤−d

Loc (U,Z/`)
pD≥0(U) ∩Db

Loc(U,Z/`) = Db,≥−d
Loc (U,Z/`)

给了 Db
Loc(U,Z/`) 上 t 结构, 根据归纳法 pD≤0(Z), pD≥0(Z) 给了 Db

cons(Z,Z/`) 的 t
结构. 于是粘合给出了 D(X,U) 的 t-结构为

(pD≤0(X) ∩D(X,U), pD≥0(X) ∩D(X,U)).

注意到 Db
cons(X,Z/`) =

⋃
U D(X,U), 因此得证.

35.3 Goresky-Macpherson 扩张
考虑代数簇 X 的开闭分解 j : U → X, i : Z → X, 我们知道 U 和 Z 上的反常

t-结构粘合会得到 X 上的反常 t-结构, 根据之前在粘合里讨论的结论, 我们迁移到这里
得到如下系列结论:

• 正合性: j−1, i∗ 是 t-正合的, j!, i−1 是 t-右正合的且 j∗, i
! 是 t-左正合的;

• 伴随性: 伴随列 (pH0(j!),
pH0(j−1) = j−1, pH0(j∗)) 和 (pH0(i−1), pH0(i∗) =

i∗,
pH0(i!));

• 标准好三角: 若 K ∈ Perv(X) 则有
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– 0→ i∗
pH0(i!K)→ K → pH0(j∗j

−1K), 其中 i∗
pH0(i!K) 是 K 最大的支在

Z 上的非平凡子对象;
– pH0(j!j

−1K) → K → i∗
pH0(i−1K) → 0, 其中 i∗

pH0(i−1K) 是 K 最大的
支在 Z 上的非平凡商对象.

• Goresky-Macpherson 扩张: j!∗ : Perv(U)→ Perv(X) 可以由如下决定:

– j!∗A = Im(pH0(j!A),
pH0(j∗A));

– j!∗A 是 A 的唯一的使得无非平凡子对象和商对象的扩张;
– j!∗A 是 A 的唯一的使得 pH0(i!K) = pH0(i−1K) = 0 的扩张 K;
– j!∗A 是 A 的唯一的使得 i!K ∈ pD≥1(Z) 且 i−1K ∈ pD≤−1(Z) 的扩张 K.

引理 35.12. 我们有 DX(j!∗A) = j!∗DU (A).

证明. 根据j!∗A 是 A 的唯一的使得 i!K ∈ pD≥1(Z) 且 i−1K ∈ pD≤−1(Z) 的扩张 K!
这个等价条件, 不难验证引理成立.

引理 35.13. 设 X 是维数 d ≥ 1 的光滑簇, 设 L ∈ Loc(X), 则对于开浸入 j : U → X
都有 L[d] ∼= j!∗j

−1L[d].

证明. 设 Z 是其补且 dimZ = d′ < d, 则 i−1L[d] = (i−1L[d′])[d − d′]. 因为 i−1L[d′] ∈
pD≤0(Z), 故 i−1L[d] ∈ pD≤−1(Z). 根据 X 光滑, 我们类似的有 i!L[d] ∈ pD≥1(Z). 因
此根据上面最后一条判断方式得到结论.

定义 35.14. 设 X 是维数 d 的簇, 定义 ICX := j!∗(Z/`[d]) 其中 j : U → X 使得 U 光
滑.

注 35.15. 故 D(ICX) = ICX . 则 RΓ(X, ICX) 就是相交同调.

35.4 单对象

事实上之前已经得到如下结论:

命题 35.16. 考虑代数簇 X 的开闭分解 j : U → X, i : Z → X, 则所有 Perv(X) 内的
单对象皆形如:

(a) j!∗SU 其中 SU ∈ Perv(U) 的单对象;
(b) i∗SF 其中 SF ∈ Perv(Z) 的单对象.

事实上我们还可以证明如下结论:

命题 35.17. (i) 若 X 是维数 d 的光滑簇且 L ∈ Loc(X) 是不可约的, 则 L[d] ∈
Perv(X) 也是单的 (这个对可构建层不对);

(ii) 若 X 是维数 d 的簇且 A ∈ Perv(X), 则 A 是单的当且仅当 A = i∗j!∗(L[d]),
其中 j : U → X 是开浸入且 i : Y → X 是不可约闭集且 U 是光滑的且 L ∈ Loc(U)
不可约.

证明. 忽略, 参考 [3] 引理 19.7 和推论 19.9.
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35.5 反常层范畴的有限性

定理 35.18. 范畴 Perv(X) 既是 artin 的也是诺特的, 也就是说对所有的 A ∈ Perv(X)
都是有限长的.

证明. 我们对维数归纳. 固定 A ∈ Perv(X) 且选取 j : U ⊂ X 开集使得 B : A|U = L[d]
其中 L ∈ Loc(U). 考虑其补 i : Z → X, 有好三角

0→ i∗
pH0(i!A)→ A→ pH0(j∗B).

根据归纳法只需证明 pH0(j∗B) 是有限长的.
• 事实. 函子 j!∗ 保持有限长性质.

• 证明. 主要是使用命题35.16(i) 得到 j!∗ 保持单性, 故考虑短正合列

0→ A→ B → C → 0.

设 j!∗A, j!∗C 是有限长的, 只需证明 j!∗B 是有限长的. 考虑

j!∗(A) j!∗(B) j!∗(C)

0 pH0(j∗A)
pH0(j∗B) pH0(j∗C)

f g

其中第一行未必正合, 但第二行正合. 此时 f 是单射, 设 K = ker g, 则有 j!∗A ⊂
K ⊂ j!∗B. 注意到有 j!∗B/K ⊂ j!∗C, 且 K/j!∗A 支撑在 X\U 上, 则归纳法得到
二者均有限长, 故得证.

回到原证明. 考虑正合列 0 → j!∗B → pH0(j∗B) → i∗C → 0, 其中 C ∈ Perv(Z). 因此
得证.

36 BBDG 分解一瞥
定理 36.1 (BBD(G)). 设 f : X → Y 是代数簇间的紧合映射, 我们有

Rf∗(ICX) ∼=
⊕
i

ICZi(Li)[ni],

其中 Zi ⊂ Y 闭且 Li 是 Zi(光滑) 开集上的单局部系.

我们略去证明, 特殊情况的证明参考 [7] 和 [8], 一般情况参考 [1] 和 [2].

37 Beilinson 基本引理一瞥
引理 37.1. 设 f : X → Y 是代数簇间的仿射映射, 考虑反常 t-结构.

(i) f∗ 是右 t-正合的且 f! 是左 t-正合的;
(ii) 若 f 拟有限, 则 f∗, f! 都是 t-正合的.
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证明. (i) 追谱序列即可, 也可以由 Artin 消灭定理15.2得到, 略去;
(ii) 考虑 Zariski 主定理4.4得到 f 的分解 X

j→ X ′ g→ Y 其中 j 是稠密开浸入且 g
是有限映射. 故由于 g 紧合, 则 g∗ = g! 且根据 (i) 是 t-正合的. 另外由于 f 仿射, 则 j
自然仿射, 故 (i) 得到 j∗ 是右 t-正合的且 j! 是左 t-正合的. 由于之前提到的正合性我
们得到 j∗ 是左 t-正合的且 j! 是右 t-正合的, 因此二者均 t-正合. 故这对 f 也成立.

注 37.2. 运用这个可以证明若 X 是 d 维局部完全交, 则 Z/`[d] ∈ Perv(X), 参考 [3]
例 20.7.

37.1 Beilinson 基本引理和 Nori 基本引理
定理 37.3 (Beilinson 基本引理 (BBL)). 设 f : X → Y 是代数簇间的仿射映射, 设
M ∈ Perv(X), 则存在 j : U → X 为稠密仿射开浸入使得对 N := j!j

−1M 有 N →M
在 Perv(X) 内满且对所有 i 6= 0 都有 pH i(f∗N) = 0.

注 37.4. 若 k 是无限域, 我们甚至可以取 U = X\H 其中 H 是超平面截面 (考虑
X ↪→ PN

k ).

定理 37.5 (Nori 基本引理 (NBL)). 设 X 是 d 维仿射簇且 F ∈ cons(X), 则存在
j : U → X 仿射开集使得对任何 i 6= d 都有 H i

ét(X, j!j
−1F ) = 0.

注 37.6. Nori 给出特征 0 情况的两个证明, 一个利用解析拓扑, 一个利用奇点消解.
事实上比较容易从 Beilinson 基本引理推出 Nori 基本引理, 进而得到任意特征的证明.
参考 [3] 推论 21.4 之后的一小段.

而 Nori 基本引理可以给出类似胞腔分解的东西如下:

推论 37.7. 设 X 是 d 维仿射簇, 则存在闭集的滤过

∅ = Y−1 ⊂ Y0 ⊂ · · ·Yd = X,

满足:
(i) dimYj = j;
(ii) 对 Yk−1

ik
↪→ Yk

jk←↩ Uk = Yk\Yk−1 都有当 i 6= k 时 H i
ét(Yk, jk,!Z/`) = 0;

(iii) 考虑映射

Hk
ét(Yk, jk,!Z/`) Hk+1

ét (Yk+1, jk+1,!Z/`)

Hk
ét(Yk,Z/`)

F B

dk

其中 F 是忘却映射且 B 是 jk+1,!Z/`→ Z/`→ ik+1,∗Z/` 诱导的态射. 则 RΓ(X,Z/`)
同构于复形

H0
ét(Y0,Z/`)

d0→ H1
ét(Y1, j1,!Z/`)

d1→ · · · dd−1→ Hd
ét(Yd, jd,!Z/`).
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注 37.8. 证明见 [3] 第 74 页. 这个推论给出了 RΓ(X,Z/`) 的具体计算, 而对于 C 上
的簇,Nori 给出 Nori motive: X 7→ RΓ(Xan,Q) 得到

{复代数簇} → D(MHS),

其中 MHS 是混合 Hodge 结构; 而对于任意域 k, 可以考虑 Q`-系数的得到 X 7→
RΓét(X,Q`) 为

{k上的代数簇} → D(FD(Q`,Gal(k̄, k))),
其中 FD(Q`,Gal(k̄, k)) 是 Gal(k̄, k) 的有限维 Q` 表示. 对于 p-进数域也有类似的, 我
们略去.

37.2 Beilinson 定理
运用 Beilinson 基本引理 (BBL) 可以得到如下定理:

定理 37.9 (Beilinson). 设 X 是簇, 典范函子 canX : Perv(X)→ Db
cons(X,Z/`) 存在自

然延拓的正合函子 c̃anX : Db(Perv(X))→ Db
cons(X,Z/`) 满足:

(i) 函子 c̃anX : Db(Perv(X))→ Db
cons(X,Z/`) 是范畴等价;

(ii) 函子 c̃anX 和仿射映射的推出契合:

• 若 f : X → Y 是仿射映射, 则右 t-正合函子 pH0(f∗) 有左导出函子 LpH0(f∗)
满足交换图:

Db(Perv(X)) Db
cons(X,Z/`)

Db(Perv(Y )) Db
cons(Y,Z/`)

f∗LpH0(f∗)

c̃anX

c̃anY

(iii) 而 (ii) 结论对 f! 也对.

注 37.10. 一个自然的问题就是若 D 是三角 dg-范畴赋予一个 t-结构,则是否有Db(D♥)→
D? Lurie 的 Higher Algebra 证明了如果存在足够内射或投射对象则可以得到上述结
果, 但注意反常层范畴并没有足够内射.
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